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Hãy bảo quản, giữ gìn sách giáo khoa để dành tặng cho các em học sinh lớp sau ! 


ĐẠI 
AI SỐ 


Chương I - CĂN BẬC HAI. CĂN BẬC BA 


§1. Căn bậc hơi 


Phép toán ngược của phép bình phương 


là phép toán nào 2 


Căn bậc hai số học 

Ở lớp 7, ta đã biết : 

® Căn bậc hai của một số a không âm là số x sao cho X”=a, 

e Số dương a có đúng hai căn bậc hai là hai số đối nhau : Số dương 
kí hiệu làAƒa và số âm kí hiệu là —4ƒa.. 


e Số 0 có đúng một căn bậc hai là chính số 0, ta viết v0 =0. 


SN + 


mm Tìm các căn bậc hai của môi 
4 
a)9; b) Tì h c) 0,25; d) 2. 


ĐỊNH NGHĨA. 


Với số dương a, số Ýa được gọi là căn bậc hai số học của a. 


Số0 cũng được gọi là căn bậc hai số học của 0. 


Ví dụ 1. Căn bậc hai số học của l6 là “6 (=4). 
Căn bậc hai số học của 5 là ^5. 

2 Chú ý. Với a >Ú, ta có : 
Nếu x = ^Ïa thì x >0 và x =a; 
Nếu x > 0 và x”=a thì x = xh. 


Ta viết 

x>»0, 

: 

x“=a., 
Tìm căn bậc hai số học của mỗi số sau : 
a)49; b)64; €)81 ; đ) 1,21. 
Giải mẫu 

449 =1,vì7 >0 và 7?= 49, 


Phép toán tìm căn bậc hai số học của số không âm gọi là phép khai 
phương (gọi tắt là khai phương). Để khai phương một số, người ta có thể 
dùng máy tính bỏ túi hoặc dùng bảng số (xem §Š). 


Khi biết căn bậc hai số học của một số, ta đê dàng xác định được các căn 
bậc hai của nó. Chẳng hạn, căn bậc hai số học của 49 là 7 nên 49 có hai 
căn bậc hai là 7 và —7. 


Tìm các căn bậc hai của mỗi số sa : 
a)64 ; b)§1; €) 1,21. 
So sánh các căn bậc hai số học 
Ta đã biết : 

Với hai số a và b không âm, nếu a < b thì Nn =< ^b. 
Ta có thể chứng minh được : 

Với hai số a và b không âm, nếu ^ < NI thì a<b. 
Như vậy ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Với hai số a và b không âm, ta có 


a<b©xa< 4h. 


Ví dụ 2. So sánh 


a) lvà V2 ; b) 2 và v5, 


Giải 
a)l<2 nên <2. Vậy I <4. 
b)4< 5 nên X4 < V5. Vậy 2<. 


%o sánh 


a) 4 và x5 ; b) X1 và 3. 

Ví dụ 3. Tìm số x không âm, biết : 

a) x>2; b) Äx <l. 

Giải 

a) 2=42. nên Ax >2 có nghĩa là 4x >4. 
Vìx>0nên Ýx >xX4 ©x>4. Vậy x>4. 

b) 1=, nên 4x <1 có nghĩa là Ÿx < Í. 
Vìx>0nên 4x <xXÏ ©x<l.Vậy0<x<1. 


Tìm số x không âm, biết : 


4) Äx>1; b) 4x <3. 
Bòi tập 
Tìm căn bậc hai số học của mỗi số sau rồi suy ra căn bậc hai của chúng : 
121; 144; 169; 225; 256; 324; 361; 400. 
So sánh 


a2và 3; b)6và V4l ; e)7 và 447. 


Dùng máy tính bỗ túi, tính giá trị gần đúng của nghiệm mỗi phương trình 
sau (lầm tròn đến chữ số thập phân thứ ba) : 


a)X =2; b) x°=3; 
2 2 : 
ejx:= 3:5 d)x“=4.12 


Hướng dân. Nghiệm của phương trình x=a (với a > 0) là các căn bậc hai 


của a. 


4. Tìm số x không âm, biết : 
a) Äx= 15; b) 2jx = 14 ; 
© Ax<A2: đ) 42x <4. 


Š. Đố. Tính cạnh một hình vuông, biết diện tích của nó bằng diện tích của 
hình chữ nhật có chiều rộng 3,5m và chiều dài 14m (h.1). 


14m 


3,5m 


s8) bì 


Hình 1 


Gó thể em chưa biết 


Từ thời xa xưa, người ta đã thấy giữa Hình học và Đại số có mối liên quan mật 
thiết. Khái niệm căn bậc hai cũng có phần xuất phát từ Hình học. Khi biết độ dài 
cạnh hình vuông, ta tính được diện tích hình đó băng cách bình phương (hay 
nâng lên luỹ thừa bậc hai) độ dài cạnh. Ngược lại, nếu biết diện tích hình vuông, 
ta tìm được độ dài cạnh của nó nhờ khai phương số đo diện tích. Người ta coi 
phép lấy căn bậc hai số học là phép toán ngược của phép bình phương và coi 
việc tìm căn một số là tìm "cái gốc, cái nguồn". Điều này hiện còn thấy trong 
ngôn ngữ một số nước. Chẳng hạn, ở tiếng Anh, từ sguare có nghĩa là 
hình vuông và cũng có nghĩa là bình phương, từ roof có nghĩa là rễ, là nguồn 
gốc, còn từ sguare roof là căn bậc hai. 


` 


2Ì 
2. 


§2. Căn thức bậc hai và hằng đẳng thức A7 = lAI 


Căn thức bậc hai 
Hình chữ nhật ABCD có đường chéo D A 
AC = 5 em và cạnh BC = x (em) thì cạnh L Z1 vs 
AB=Ý25- 2 (cm). Vì sao ?(h.2). 
S x B 
Người ta gọi V25- xŸ là căn thức Hình 2 
bậc hai của 25 — XÃ, còn 25 — x” là biểu thức lấy căn. 


Một cách tổng quát : 


Với A là một biểu thức đại số, người ta gọi WA. là căn thức bậc hai của A, 
còn A được gọi là biểu thức lấy căn hay biểu thức dưới dấu căn. 


⁄A xác định (hay có nghĩa) khi A lấy giá trị không âm. 
Ví dụ 1. A3x là căn thức bậc hai của 3x ; 43x xác định khi 3x > 0, tức 
là khi x > 0. Chẳng hạn, với x = 2 thì 43x lấy giá trị N3 ¡ với x = 12 thì 


3x lấy giá trị V36 = 6. 
Với giá trị nào của x thì $5— 2x xác định ? 


Hằng đẳng thức A7 =|Al 


Điền số thích hợp vào ô trống trong bảng sau : 


a -2 ¬l 0 2 3 


ĐỊNH LÍ 


Với mọi số a, ta cówa^ = 


Chứng mình 
Theo định nghĩa giá trị tuyệt đối thì |a| > 0. 
Ta thấy : 

Nếu a > 0 thì |a|= a, nên da)" =a?; 

Nếu a < 0 thì |a|= —a, nên (la) = Ca)? =aẺ. 
Do đó, (|a)” = a” với mọi số a. 
Vậy |a| chính là căn bậc hai số học của a7, tức laýa? = la|. 
Ví dụ 2. Tính 
a) J2 h b) *-??. 
Giải 
a) V12” =|12| = 12 
b) {(-7)? =|-7 |=7. 
Ví dụ 3. Rút gọn 
4) (Q2 —D : b) {(2- v5)”. 
Giải 
# j@2=Ð2 =|j2-1| = Ý2—1 0ì V2 >D), 
Vậy 42-1)? = 22-1. 
0 @-5)” =lb-5| = V52 œì v5>2). 


Vậy \@-45)” - A5 - 2. 


>È Chú ý. Một cách tổng quát, với A là một biểu thức ta có ÝA? =|AI. 


có nghĩa là : 
\A? = A nếu A > 0 (tức là A lấy giá trị không âm) ; 
đA? =~— A nếu A <0 (tức là A lấy giá trị âm). 

Ví dụ 4. Rút gọn 

a) A@x—2)” vớix>2; b) XlaŠ vớia<0. 

Giải 

a) Al«- 2Ÿ” =|x-2|=x-=2(ìx>2). 


b) N3 = \a)# =| aS | 


Vìa< 0 nên a”< 0, do đó | v |=- MS 
Vậy da =— a” với a < 0). 
Bòi tập 


Với giá trị nào của a thì mỗi căn thức sau có nghĩa : 


ĐI: b) V-5A ; e) 44-a ; d) V43a+7 2 
Tính 


3)4|0,02; bì VC0/32; ©-jCL32;  đ-044C0,2Ẻ., 


Rút gọn các biểu thức sau : 
a) |@-3)” ; b) /@-1DŸ ; 
c)24/¿2 với a >0; đ)34l(a—2)” vớia <2 


10. 


11. 


14. 


lễ. 


Tìm x, biết : 
a)A|X2 =7; b) jx2 =|~8| ; 


e) 4x? =6; đ) Ä9x7 =|~12|. 


Chứng minh 


a) (\3-1)2= 4-23 ; Đ)-aJ4=23 =3 =/<l, 


Luyện Tập 
Tính 


a) 16.425 +x/I96 :A/49 ; b) 36: AJ232.18 —A/169 ; 
© VNI : d) \3?+47. 


Tìm x để mỗi căn thức sau có nghĩa : 


| ï 
a) A2x+7 ; b) V-3x+4 ; 3g) đ) MI+xf, 
= X 


Rút gọn các biểu thức sau : 


4ÿ2ÁÄa? ~5 vớia<D; b) 25A2 +3a vớia>0; 


©) V9af +3a7; d)5A4a" -3a* vớia<0. 
Phân tích thành nhân tử 

a) x3; b)x?~6; 

©)x)+2A3x +3; d)x°-2A5x +5. 


Hướng dẫn. Dùng kết quả : 
Với a > 0 thì a = (Va)”, 
Giải các phương trình sau : 


a) x5 =0; b) xŠ—2X1 x+11 =0. 


16. 


_ 


Đố. Hãy tìm chỗ sai trong phép chứng mình "Con muỗi nặng bằng 
con voi” dưới đây. 


Giả sử con muôi nặng m (gam), còn con voi nặng V (gam). Ta có 
m°”+V?=V?+ m, 
Cộng cả hai vế với —- 2mV, ta có 
mÃ — 2mV + v = {*^ 2mV + m2, 
hay (m- V)? =(V -m)?. 


Lấy căn bậc hai mỗi vế của đẳng thức trên, ta được 


4m mm vị = 4(v = m)Ẻ. 


Do đó m—W=V—m. 


Từ đó ta có 2m = 2V, suy ra m = V. Vậy con muỗi nặng bằng con voi (!). 


§3. Liên hệ giữa phép nhôn và phép khai phương 


Định lí 
Tính và so sánh : x16 .25 và ^hsx25s. 
ĐỊNH LÍ 


Với hai số a và b không âm, ta có 


xa = đahb. 


Chứng mình. Vì a > 0 và b> Ö nên Aa.b xác định và không âm. 

Ta có (Vaxb)” = (\a) (vb)” =ab. 

Vậy Xa .vlb là căn bậc hai số học của a.b, tức là wa.b = va^b. 

Ề Chú ý. Định lí trên có thể mỏ rộng cho tích của nhiêu số không âm. 
Áp dụng 


a) Quy tắc khai phương một tích 


Muốn khai phương một tíc 
phương từng thừa số rồi nhân các 


ng âm, ta có thể khai 
ết quả với nhau. 


Ví dụ 1. Áp dụng quy tắc khai phương một tích, hãy tính : 

a) AJ49.1/44.25 ; b) ./810..40. 

Giải 

a)4J49.1,44..25 =x/49.4J1,44.J25 =1.1/2.5=42. 
b)4/810..40 = A/81.4.100 =v814 100 =9..2..10 = 180. 


Tính 
4) 4/0,16.0/64.225 ; b) 4/250 .360. 


b) Quy tắc nhân các căn bậc hai 


Muốn nhân các căn bậc hai của các số không âm, ta có thể nhân các 
số dưới dấu căn với nhau rồi khai phương kết quả đó. 


Ví dụ 2. Tính 


a) 5 .A20 ; b) /13 .A'52 .V10. 
Giải 


a) xJ5.AJ20 = ./5.20 = v/100 = 10. 
b) ýl3 .52.410 = V1⁄3.52.10 = VÏ3.52 = vJ13.13.4 = 403.22 = 26. 


13 


m Tính 


a) 43.15 ; b) vJ20 x12 .Ja.9. 
3 Chú ý. Một cách tổng quát, với hai biểu thức A và B không âm ta có 
XA® =vA .vh. 
Đặc biệt, với biểu thức A không âm ta có 
(VA)” =jA” =A. 
Ví dụ 3. Rút gọn các biểu thức sau : 


a)v3a.AJ2Ta vớia>0 ; b) AJ0a?b†. 

Giải 

a) xl3a.J27a =xl3a.27a = 81a? = 4|(9a)2 = |9a|= 9a (vì a > 0). 
b) Al0a2b' = x/Ð .sJa? .jb1 =3.|a| .4j(b2)P = 3|a| bể. 


Ta còn có thể rút gọn như sau : 4J0aZb' = AGab?}Ÿ = |3ab”| = 3la| ĐẺ. 


m Rút gọn các biểu thức sau (với a và b không âm) : 


17. 


18. 


a) Al3a3 Ah2a ; b) 4|2a .32ab? 


Bòi tập 
Áp dụng quy tắc khai phương một tích, hãy tính 


a) Aj0,09.64 ; b) V2*.7)Ÿ ; 
e) xj12,1.360 ; d) 222.31. 


Áp dụng quy tấc nhân các căn bậc hai, hãy tính 


a) VJ7.x/63 ; b) V/2,5.30.48 ; 
© 0,4 ./6,4 ; d9) A27A5 2h, 5. 


19. 


x 
`» 


Rút gọn các biểu thức sau : 


a) A|0.36a? vớia< 0; b) QJa'(3~ a)” vớia >3; 
I 
©) A|27.48(1—a)” với a> 1; đ) = at =b} với a >b. 
Rằi 


Rút gọn các biểu thức sau : 


2a Ba 52 
`. với a >Ú ; b) 2/138 „¿| <2 véba s0; 
a 


e)A5a.AÍ45a - 3a vớia>0 ; d) (3 — a) vJ02.Ais0a2. 


Khai phương tích I2. 30. 40 được : 


(A) 1200; (B) 120; (Cj 127 (D) 240. 


Hãy chọn kết quả đúng. 


Luyện tộp 
Biến đổi các biểu thức dưới dấu căn thành dạng tích rồi tính 
a)xj137— 122 ; b) V172-8? ; 

e) VI172-— 1087 ; d) Ý3132—3122. 
Chứng minh 


a(2-A3X2+3)=1; 
b) (2006 - 42005) và (42006 ++/2005 ) là hai số nghịch đảo của nhau. 


Rút gọn và tìm giá trị (làm tròn đến chữ số thập phân thứ ba) của c: 


căn thức sau : 


a) 44 +6x+ 9x2)? tại x= -2; 
b) A/0a2(b2+4-4b) tạia=-2,b= 3. 


ác 


Tìm x, biết : 
a) Vl6x =8; b) V4x= 45 ; 
© A/9(x—1)=21; đ) 4J4d-— x)” -6=0. 


a) So sánh 425+9 và 425 + V9 ; 
b) Với a > 0 và b > 0, chứng minhxƒa +b < Xa + vb. 


So sánh 


a) 4 và 24/3 ; b) A5 và —2. 
§4. Liên hệ giữa phép chia và phép khơi phương 
Định lí 


l6 Xi6 


Tính và so sánh ,|— và 
25 25 


ĐỊNH LÍ 


Với số a không âm và số b dương, ta có 
hh _ va 
b ép 


a 
Chứng mình. Vì a > 0 và b> 0 nên —— xác định và không âm. 


vb 


5Ị* Ẽ 


° -(#Ï da)” a 
acó |—=| =——-—: 
dhỷ b 


a 


S|* 


a a 
Vậy —= là căn bậc hai số học của —, tức là 
LỒ/ vb Ặ ọ b 


2. Áp dụng 
a) Quy tắc khai phương một thương 


a 
Muốn khai phương một thương ” trong đó số a không âm và số b 


đương, ta có thể lần lượt khai phương số a và số b, rồi lấy kết quả thứ 
nhất chỉa cho kết quả thứ hai. 


Ví dụ 1. Áp dụng quy tắc khai phương một thương, hãy tính 


4) 4 — ; b) 4J0,0196. 


Muốn chia căn bậ 
ta có thể chia 


Tính 
990 


) bJ S2 
d) —=— , —— 
vIII vI17 
> Chú ý. Một cách tổng quát, với biểu thức A không âm và biểu thức 
B dương, ta có 


A _ỶA. 
B xB 
Ví dụ 3. Rút gọn các biểu thức sau : 
4a2 4271a .. 
a) A|—— : b) với a > 0. 
25 đa 
Giải 


Đ) 27a 27a NI 3 (với ® 
= 4| — = 19 =3 (với a > 0). 
v3a 3a 


Rút gọn 


2a2p2- A2ab? 


1) h b) với a >Ũ 
“Ý so X62 
Bòi tập 
28. Tính 

289 14 
8) 4| — : b) ,|2— 

225 25 
) 0,25 4 81 
©) 4|—— : — 

9 1,6 


tr 
ò 


t 
3 


” 


Ÿ khi : 
a)—. —+ vớix>0,y#0; 
5h 
25 


với x<0,y>0; 


c)5xy. 
yề 


a) So sánh 25-16 và V25 - A6 ; 


4 
b) 2y2. 
y 


d) 0/2x)yÌ. 


b) Chứng minh rằng, với a > b > 0 thì xa- ^° < '!a-b. 


Luyện Tộp 


Tính 


9 4 
a) hệ .5—..0/01 ; 
l6 T9 


1652 - 1242 
164 
Giải phương trình 


xì ⁄J7.* 35B =6 : 
© X3x”-X12=0; 


Rút gọn các biểu thức sau : 


6; 


3 "h 
a) ab“.,|—— với a<0,b#0; 
a2bf 


b) V/144.1/21—144.04 ; 
ãị mm. 

451?- 3842 ` 
b) 43.x+A/3=AI2+27 ; 


7) 
4) + Ỷ0=0 


21{a - 3) 


với a>3; 
48 


37. 


20 


9+12a+4a? „ h Jmm 
€) ——>— Với a>~ l5 và b<0; đ)(a—b), > với a <b<0. 
b (a=b}) 


Tìm x, biết : 
2=9; b) A4x2+4x+l =6, 


Mỗi khẳng định sau đúng hay sai ? 


Vì sao 2 

N 
a) 0.01 = 2/0/0001 ; 4 
b) -0,5=2/-0.25 ; M 


e) V39 <7 và 4/39 >6; 
đ) (4-A13).2x<J3(4—/13) † 


«©2x<4l. 


+ 
Đế. Trên lưới ô vuông, mỗi ô vuông 9 

cạnh lem, cho bốn điểm M, N, P, Q 

(h3). 

Hãy xác định số đo cạnh, đường, Hình 3 


chéo và diện tích của tứ giác MNPQ. 


§5. Bảng căn bậc hoi 


Một công cụ tiện lợi để khai phương khi không có máy tính. 


Để tìm căn bậc hai của một số dương, người ta có thể sử dụng bảng tính sẵn 
các can bậc hai. Trong cuốn "Bảng số với 4 chữ số thập phân" của V.M. Bra-đi-xơ, 
bảng căn bậc hai là bảng IV dùng để khai căn bậc hai của bất cứ số dương 
nào có nhiều nhất bốn chữ số. 


Giới thiệu bảng 
Bảng căn bậc hai được chia thành các hàng và các cột. Ta quy ước gọi tên 


của các hàng (cột) theo số được ghi ở cột đầu tiên (hàng đầu tiên) của 


mỗi trang. Căn bậc hai của các số được viết bởi không quá ba chữ số từ 
1,00 đến 99,9 được ghi sẵn trong bảng ở các cột từ cột đến cột 9. Tiếp 
đó là chín cột hiệu chính được dùng để hiệu chính chữ số cuối của căn 
bậc hai của các số được viết bởi bốn chữ số từ 1,000 đến 99,99. 


Cách dùng bảng 


a) Tìm căn bậc hai của số lớn hơn 1 
và nhỏ hơn 100 N _ 8 


Ví dụ ï. Tìm x68 Ũ 


Tại giao của hàng 1,6 và cột 8, ta thấy 


số 1,296. Vậy 41,68 # 1,296 (mẫu 1). 


Ví dụ 2. Tìm 4/39.18.. 


Tại giao của hàng 39, và cột I, ta thấy 
số 6,253. Ta có 4/39,1 6,253. 


16 |—--- "1, 


Mẫu 1 


“Tại giao của hàng 39, và cột 8 


hiệu chính, ta thấy số 6. N P 1 


œ 


Ta dùng số 6 này để hiệu n 
chính chữ số cuối ở số R h 

h 
6,253 như sau : . M 


S4---e= 


6,253 + 0,006 = 6,259 


Vậy j39,18 # 6,259 (mẫu 2). 


Mẫu 2 
Tìm 


4) 449,11; b) 439.82. 


Bảng tính sẵn căn bậc hai của tác giả V.M. Bra-di-xơ chỉ cho phép ta tìm 
trực tiếp căn bậc hai của số lớn hơn I và nhỏ hơn 100. Tuy nhiên, dựa vào 
tính chất của căn bậc hai, ta vẫn dùng bảng này để tìm được căn bậc hai 


của số không âm lớn hơn 100 hoặc nhỏ hơn Ï. 
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b) Tìm căn bậc hai của số lớn hơn 100 
Ví dụ 3. Tìm x1680. 


Ta biết 1680 = 16,8. 100. 


Do đó 41680 = 416,8 .V100 = 10 ../16,8. 


Tra bảng ta được x/16,8 # 4,099. Vậy 21680 10.4.0990 = 40,90. 


Tìm 


4) 911; b) A4988. 


e) Tìm căn bậc hai của số không âm và nhỏ hơn 1 
Ví dụ 4. Tìm 2/0,00168.. 


Ta biết 0,00168 = 16,8 : 10000. 
Do đó 4/0,00168 = 2/16,8:A/10000 4,099: 100 = 0,04099, 


>` Chú ý. Để thực hành nhanh, khi tìm căn bậc hai của số không âm lớn 
hơn 100 hoặc nhỏ hơn 1, ta dùng hướng dân của bảng : "Khi dời dấu 
phẩy trong số N đi 2, 4, 6.... chữ số thì phải dời dấu phẩy theo cùng chiêu 
trong số N đi 1,2, 3.... chữ số” (ví dụ 3 mình hoạ trường hợp dời dấu 
phẩy ỏ số 16,8 sang phải 2 chữ số nên phẩi dời dấu phẩy ở số 4,099 sang 
phi 1 chữ số ; ví dụ 4 mình hoạ trường hợp dời dấu phẩy ở số 16,8 sang 
trái 4 chữ số nên phải dời dấu phẩy ỏ số 4.099 sang trái 2 chữ số). 


|?3| Dùng bảng căn bậc hai, tìm giá trị gần đúng của nghiệm phương trình 


2 


x? = 0,3982, 


Bòi tập 


Dùng bảng số để tìm căn bậc hai số học của môi số sau đây rồi dùng máy 


tính bỏ túi kiểm tra và so sánh kết quả (từ bài 38 đến bài 40). 


34+ lap Đi. SỈy 68. 
l5; 232; 571; 9691, 
0/71; 0,03; 0,216; 0,811; 00012; 0,000315. 


Biết 49,119 # 3,019. Hãy tính 


x9119: 91190; ^J0.09119;  0.0009119. 


Dùng bảng căn bậc hai để tìm giá trị gần đúng của nghiệm mỗi phương, 
trình sau : 


a) x°=3,5; b) x” = 132. 


Gó thể em chưa biết 


Thời xa xưa, con người làm tính bằng cách đếm ngón tay, ngón chân rồi đến đốt 
ngón tay, đốt ngón chân ; khi gặp các số lớn hơn, người ta dùng hòn sỏi, 
hạt cây. Sau đó, họ làm ra các bàn tính gây (có thể bắt đầu do ghép xâu các 
hạt cây lại). Dùng bàn tính gây, người ta có thể tính toán được với câ các số 
thập phân. Hiện nay, bàn tính gẩy vẫn còn được sử dụng ngay cả ở các nước 
rất sấn máy tính bỏ túi. 

Sự phát triển của khoa học, kĩ thuật và nhu cầu thương mại đã đòi hồi phải đặt 
ra các bằng tính sẵn. Các nhà thiên văn học, toán học Cô-péc-ních (Ba Lan), 
Kê-ple (Đức), Nê-pe (Anh) là những người đầu tiên xây dựng kĩ thuật tính toán 
và đã lập ra nhiều bằng tính sẵn. Bảng số với 4 chữ số thập phân là một dạng 
bẳng tính sẵn như thế. 

Ngày nay, những chiếc máy tính bỏ túi gọn nhẹ không chỉ thay thế các bằng 
tính sẵn để tính một cách nhanh chóng mà còn có độ chính xác cao hơn. Tuy 
nhiên, cũng như các bàn tính gầy, các bảng tính sẵn vẫn có những ưu thế 
riêng nên người ta vẫn tiếp tục dùng chúng. Mạnh hơn những chiếc máy 
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tính bỏ túi và cũng dễ dàng mang theo bên người là những chiếc máy tính 
xách tay. 


Chuôi hạt cây để đếm, bàn tính gảy, chiếc máy tính bỏ ti 
và chióc máy tính xách tay. 


§ó. Biến đổi đơn giản biểu thức chứa căn thức bộc hoi 


1. _ Đưa thừa số ra ngoài dấu căn 
mm Với a >0, b> 0, hấy chứng tả Aa?b E aWb 


e Đẳng thức Xa?b = ab trong BỊ cho phép ta thực hiện phép biến đổi 


Ala?b = axlb (với a > 0, b > 0) Phép biến đổi này được gọi là phép đưa 
thừa số ra ngoài dấu căn. 


® Đôi khi, ta phải biến đổi biển thức dưới đấu căn về dạng thích hợp rồi 


mới thực hiện được phép đưa thừa số ra ngoài dấu căn. 
Ví dụ 1 
a) A|3ˆ.2=32. 


b) x/20 = vj4.5 = 4/22.5 = 2N 5. 


e Có thể sử dụng phép đưa thừa số ra ngoài dấu căn để rút gọn biểu thức 
chứa căn thức bậc hai. 


Ví dụ 2. Rút gọn biểu thức 
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35+ 220 +25. 
Giải 
3/5 + {20 +5 = 3/5 + 22.5 + V5 
= 365+ 25+ x5 
=3+2+I5 
= 685. 


Các biểu thức 3/5, 25 và V5 được gọi là đồng dạng với nhau. 


Rút gọn biểu thức 
4) J2+8+^50 ; b) A93 + đ2T - A45 + l5. 


Một cách tổng quát : 
Với hai biểu thức A„ B mà B > O, ta có 4A? GP |AlxĐ, tức là : 


Nếu À > 0 và B >0 hì 4A2B = AB ; 


Nếu A < 0 và B> 0 thì VA?B =-AB, 


Ví dụ 3. Đưa thừa số ra ngoài dấu căn 
a) Ax”y vớix>0,y>0; 
b) AjI8xyŸ với x >0, y< 0. 


Giải 
a) A|AxÊy = Ak2x)?y =l2xÌ\Wy = 2xVÿ (với x >0, y >0). 
b) AJI8xy” =4J(3y)”2x = |3y|Aj2x = -3y\2x (với x > 0. y < 0). 


Đưa thừa số ra ngoài dấu căn 


4) 28a'bỞ váib> 0; 


b) 72a2bˆ vớia<0. 
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Đưa thừa số vào trong dấu căn 


e Phép đưa thừa số ra ngoài dấu căn có phép biến đổi ngược với nó là 
phép đưa thừa số vào trong dấu căn. 


Vái A >0 và B>0 0u có AB = VA?B, 
Với A <0 và B> 0u có AB = —|A2B, 
Ví dụ 4. Đưa thừa số vào trong dấu căn 
a) 3đ? ; b) -23 ; 


c) 5a2V2a vớia>0; d) -3a2-/2ab với ab > 0. 


Giải 

a) 37 = 427 = 63. 

b) -2V3 =~223 = — 12. 

©) 5a2v2a = 4j(5a2)”.2a = A254! 2a = V50á5. 


d) —3a24J2ab = —\|(3a2)”.2ab = ~49a'.2ab = —I8a°b, 


Đưa thừa số vào trong dấu căn 
a) 35 : b) 12N5 ; 
€) ab'/a với a > 0; đ) -2ab 5a với a > 0. 


e Có thể sử dụng phép đưa thừa số vào trong (hoặc ra ngoài) dấn căn để 
so sánh các căn bậc hai. 


Ví dụ 5. So sánh 37 với x28. 
Giải 

Cách 1. 3T = 4*2?2- #63. 
Vì AÍ63 > 2J28 nên 3/1 > 28. 


Cách 2. Ÿ|28 =4|22.1 = 2A[T. Vì 3T >2ŸŸT nên 3/1 > 28. 


4. 


4ó. 


4. 


Bòi tập 


Viết các số hoặc biểu thức dưới dấu căn thành dạng tích rồi đưa thừa số 
ra ngoài dấu căn 


a) Ý54 ; b) V108 ; e) 0,1 20000 ; 
d)—0,054/28800 ; e) NÑ 63.a2 


Đưa thừa số vào trong dấu căn 


2 2 
3 (5 ; -542; ~ Vy với xy >0; "Ễ với x > 0. 


X 
So sánh 
a)3./3 và v12 ; b) 7 và 36/5 ; 
1 I I I 
e) —#51 và —V150 ; d)—6 và sk: 
3 5 2 2 
Rút gọn các biểu thức sau với x >0: 


a) 2AN3x -AAl3x+27-33x ; b) 3/2x - 5N8x + 7AÍ8x +28. 


Rút gọn 


2 3(x + y)ˆ 
a) In vớix>0,y>0vàx# y; 
KÝ: 2 


2 
ñ X5a7(- 4a+4a?) vớia>0,5 


b 
)? 


§7. Biến đổi đơn giản biểu thức 
chứa căn thức bậc hoi 
điếp theo) 


Khử mẫu của biểu thức lấy căn 


Khi biến đổi biểu thức chứa căn thức bậc hai, người ta có thể sử dụng 
phép khử mẫu của biểu thức lấy căn. Dưới đây là một số trường hợp 
đơn giản. 
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Ví dụ I. Khử mẫu của biểu thức lấy căn 


2 5a 
a) hộ h b) ¿| — với ab>0. 
3 7b 


Giải 


Mễ P3 423 v6 

DI PT ho bi teen 

3 W33 ha 3 

: c đàn é'5a1b A/35ab 
Th TbTb Qụp - THỊ 


Một cách tổng quát : 


Với các biểu thức A, B mà A.B > 0 và B <0, ta có 


Khử mẫu của biểu thức lấy căn 


: [ : 3 h:N 
ạa lại Ý €, =—— với a >Ù. 
5 125 2aŠ 


Trục căn thức ở mẫu 


Trục căn thức ở mẫu cũng là một phép biến đổi đơn giản thường gặp. 
Dưới đây là một số trường hợp đơn giản. 


Ví dụ 2. Trục căn thức ở mẫu 


) 5 : 10 ) 6 
a € 
263 v3+l 5-43 
Giải 
5 3⁄3 5 5 
SN ÁN, 


' TP MM 23 6 

10 10A5 -I) N... ng 
4+! (2+Ð@3-Ð) 3-1 
mm... n.. c6. 
5-43 (QS-A3/(\S+A3) 5-3 


48. 


49. 


Trong ví dụ trên ở câu b), để trục căn thức ở mẫu, ta nhân cả tử và mẫu 
với biểu thức 43 —1. Ta gọi biểu thức 43 +1 và biểu thức A3 —1 là hai 
biểu thức liên hợp với nhau. Tương tự, ở câu e), ta nhân cả tử và mẫu với 


biểu thức liên hợp của 45 -^A/3 là j/5+/3. 
Một cách tổng quát : 


4) Với các biểu thức A, B mà B >ÔO, ta có 
A AB 
"“_ 
b) Với các biểu thức A, B,C mà A >0 và A # #, †a có 
C_ CWAxB) 
JA+B A-B?_ 
©) Với các biểu thức A. B, C mà A >0,B>0 và A #B, ta có 
C_ _CwWAx+vB) 
VA‡VB, A-B ˆ 


Trục căn thức ở mẫu : 


2 
—= với b >0; 


5 
)›—. 
_~. "ï 


TỶ ^ - nứt t6:0v6s2n 
: vớia>0vaazZl; 
5-28 ` 1-va Ợ 
) 4 6a _ `. 
©) —=——z. ——= Với a> b>0. 
dJ+vt: do 
Bỏi tập 


Khử mẫu của biểu thức lấy căn (các bài 48 và 49) 


mà. lcc hồ - |u- 8° 
600 ` 540 ` Wso ` fog ` 21 — 
a =a lb lý đÏ 9a3 3 
ab ¿|—; —aA|— : 4 —†+—>: \—— : 3*Y,|—: 
b bWa b p° 36b xy 


(Giả thiết các biểu thức có nghĩa). 
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s0. 


sI. 


m 
t2) 


s4. 


5. 


#. 
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Trục căn thức ở mẫu với giả thiết các biểu thức chữ đêu có nghĩa (từ 


bài 50 đến bài 52) 

3 ` ciÊU, ñ 2J2+12 — ytbay 
v0 ` 2/5” 3.20 ` 5⁄2 ` bạww 
3 2 2+5 b p 
la VI ĐT đu 8ê. 
2ab 


1 
4-W ` ý xi xấn” và -Vb 


Luyện Tập 


Rút gọn các biểu thức sau (giả thiết các biểu thức chữ đều có nghĩa) : 


a) vJI8(V2 - V3)? ; 


a ca. 
S4 Roh t ị 
Rút gọn các biểu thức sau (giả thiết các biểu thức chữ đều có nghĩa) : 
2+Ÿ2- vI5-x5- 23-6 a-a_ p- 2Ð 
1+2 ` IT3 Ô j§-2 ` 1aya  Ap-2 
Phân tích thành nhân tử (với a, b, x, y là các số không âm) 


a) ab +bAfa +Aƒa +1; 

b) Vx) —dy) +ajx2y - Vy”, 

Sáp xếp theo thứ tự tăng dần 

a)3M5, 286, v29, 4/2; — b) @2, 38, 37, 26A. 
AJ25x - All6x =9 khi x bằng 


(A) 1; (®đ) 3; (@) 9; @Œ)_ 8I. 


Hãy chọn câu trả lời đúng. 


§8. Rút gọn biểu thức chứa căn thức bậc hoi 


Để rút gọn biểu thức có chứa căn thức bậc hai, ta cần biết vận dụng thích 
hợp các phép tính và các phép biến đổi đã biết. 


a 4 
Ví dụ I. Rút gọn Sva + Ít -s| +-Jốsá a>0. 
a 


Giải. Ta có 
sM: +6 [TS sÍC cÝỔ = St + vã =a [+ VŠ 
= Sa 13a - 2Va + V5 = 6ýa + V5, 
Rút gọn 35a - A|20a + 4AÍ45a +AÍã với a > 0. 


Rút gọn biểu thức được áp dụng trong nhiều bài toán về biểu thức có chứa 
căn thức bậc hai. 


Ví dụ 2. Chứng mình đẳng thức 


q+⁄2+43)d+k2-45) = 2/2. 
Giải. Biến đổi vế trái, ta có 
qd+⁄2+xX3d+2-x43) = +42 - 3}? 
=1+242+2-3 = 242. 


Sau khi biến đổi, ta thấy vế trái bằng vế phải. Vậy đẳng thức được chứng minh. 


Chứng mình đẳng thức 


an + — dụ =\a -Ab)? với a > 0,b> 0. 


a +Vb. 


Ví dụ 3. Cho biểu thức 


[va 1 “fAR-L Xã» 
"J9 đa] |dà#l s>1 


a) Rút gọn biểu thức P; 


Js4>easr 


b) Tìm giá trị của a để P < 0. 
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Giải 


- “-.—- 


SE HP |” NO 
a-1Y? a-2Na+l-a-28ja-1 (a-ÐUC4AR) 
-IXx) =——wt.-.—“- ng 
qd~a)42 
¬ 
VậyP= — vớia> 0và a #1, 


da 
b) Do a >0 và a# I nên P < 0 Khi và chỉ khi 


a 


<0©I-a<0<©a>l. 


va 
Rút gọn các biểu thức sau : 
Tin. ".-: 3h toiỗ đãng serÏ 
a h vớia >0và azZ |. 
x+x3 1-xa 


Bòi Tập 
š8. Rút gọn các biểu thức sau: 

a) S +2 85-48: b + (h5 + V5: 

c) V20 -x/45 +3V18+/72 ; d) 0.1200 +2..xj0,08 + 0,4. /50. 


50. Rút gọn các biểu thức sau (vớia>0,b>0): 


a) 5wa — 4b4|25a) + 5awI6ab2 — 29a ; 
b) 5aA|64abÖ - V3. AJ12a2bÖ + 2aba/9ab - 5bl8la”b. 
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60. 


61. 


64. 


Cho biểu thức B= x/16x +16 4/9x+9+^A/4x+4+Ax+l với x >—1, 


a) Rút gọn biểu thức B; 
b) Tìm x sao cho B có giá trị là 16. 


Chứng minh các đẳng thức sau : 


3 2...5 v. 
a) —v6+2 -44|— 
Hì D45 b °- c6: 
ðị: J vn] đố =2. với x>0. 


Luyện Tập 


Rút gọn các biểu thức sau (các bài 62 và 63) : 


d5. 


_. 2jJT5-_—= Sử: b) Ý150 + vJ1,6 .A/60 +4,5. bộ -dể ; 


Tr 
e)(28- 283 +\J?)ŸjT+ A84: 4) 6+5)? - j120. 


a a Íb 
4) §eE vớia>0Ovàb>0; 
b bÝa 


4m - 8mx + 4mx? Ề 
——————- vói m >0 và xz l. 
1-2x+xP ~2x+x? 


Chứng minh các đẳng thức sau : 


2 
a) |) =l vớia>0và a1; 


a+b 
b2 Ÿa?+2ab+b? 


=la| với a+b >0 và b# 0. 


33 


65. Rút gọn rồi so sánh giá trị của M với I, biết 


I l a+l 
w-| } w với a > Ũ và a#z l1. 


ƒ=*'E==r== 
a-sha Xa—1 a-2Ala +1 
1 1 
66. Giá trị của biểu thức + bằn, 
l 2+3 2-43 Ệ 
1 
A)ji (B) 1; @Ø 4i @Ø) 4. 


Hãy chọn câu trả lời đúng. 


§9. Căn bậc ba 


Có gì khác căn bậc hai không ? 


1. _ Khái niệm căn bậc ba 


Bài toán : Một người thợ cần làm 
một thùng hình lập phương chứa 
được đúng 64 lít nước. 

Hỏi người thợ đó phải chọn độ dài 
cạnh của thùng là bao nhiêu đêximét ? 
Giải 

Gọi x (dm) là độ dài cạnh của 
thùng hình lập phương. Theo bài 
ra ta có xŠ = 6. Ta thấy x=4vì 42 =6@1. Vậy độ dài cạnh của thùng là 4dm. 


Từ # = 64. người ta gọi 4 là căn bậc ba của 64. 


ĐỊNH NGHĨA 


X sđØ cho X 


Ví dụ I. — 2 là căn bậc ba của 8, vì 2958: 
~5 là căn bậc ba của —125, vì (~5)= ~125. 


'Ta công nhận kết quả sau : 


Mỗi số a đêu có duy nhất một căn bậc ba. 


Căn bậc ba của số a được kí hiệu là Ña. Số 3 gọi là chỉ số của căn. Phép 
tìm căn bậc ba của một số gọi là phép khai căn bậc ba. 


> Chú ý. Từ định nghĩa căn bậc ba, ta có la)” = W: =a, 


Tìm căn bậc ba của mỗi số sau : 


1 
4) 27; b) -Ó4; ) 0; đ) ——- 
4) ) ©) ) 125 
Giải mẫu. 5T =3) =3, 
Nhận xét 


Căn bậc ba của số dương là số dương ; 
Căn bậc ba của số âm là số âm ; 


Căn bậc ba của số 0 là chính số 0. 
Tính chất 
Tương tự tính chất của căn bậc hai, ta có các tính chất sau của căn bậc ba : 
a)a<b<© #a < #b ¡ 
b) Äab = Ÿa .Ýb., 


#ha 
c) Với b0, có VỀ = , 
b #b 


Dựa vào các tính chất trên, ta có thể so sánh, tính toán, biến đổi các biểu 


thức chứa căn bậc ba. 
Ví dụ 2. So sánh 2 và w 
Giải. Ta có 2 = ÄÍ8 ;8 > 7 nên ÄƑ8 > Ñr. Vậy 2> #r. 
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@. 


68. 


69. 


36 


IÖB., 


Ví dụ 3. Rút gọn Ỷ : 
Giải. Ta có Ñ Sa” — 5a= NỆU a2 — 5a = 2a —5a = -3a, 
Tính Ä]1128 : ÄÏ6A theo hai cách. 


Bòi tập 
Hãy tìm 
#52; #729: ÿŸo04; #Ƒ0216; ÿ 0008, 


Tính 


N.m.m. .. 


So sánh 


a) 5 và Äf123 ; b) 5%6 và 635. 


Đài đọc hẻm 


TÌM CĂN BẬC BA NHỜ BẢNG SỐ VÀ MÁY TÍNH BỎ TÚI 


Tìm căn bậc ba nhờ bảng số 

Trong "Bảng số với 4 chữ số thập phân" của V.M. Bra-đi-xơ không có 
bảng tính sẵn căn bậc ba, nhưng ta có thể dùng bảng lập phương (bảng V) 
để tìm cãn bậc ba của một số cho trước. 

a) Giới thiệu bảng lập phương 

Bảng lập phương được chia thành các hàng và các cột. Ta cũng quy ước 


gọi tên của các hàng (cột) theo số được ghi ở cột đầu tiên (hàng đầu tiên) 
của mỗi trang. 


Dùng bảng lập phương ta có thể tìm được lập phương của số từ 1,000 đến 
10,00. Với những số được viết bởi không quá ba chữ số, lập phương của 
nó được tìm trực tiếp từ bảng. Với những số được viết bởi bốn chữ số, ta 
phải dùng thêm các số ở cột hiệu chính. 


b) Cách dùng bảng lập phương tìm căn bậc ba 


Ví dụ 7. Tìm Ä1344,5. 


Ta tìm số 344,5 ở trong bảng. Số 
344,5 nằm ở giao của hàng 7,Ú và . h 
h 


cột 1, có nghĩa (7,01)” # 344,5. SH: |lecsss 344.5 
Vậy 4344.5 # 7,01 (mẫu 3). 
Ví dụ 2. Tìm #10. 


Mẫu 3 

Do không tìm thấy số 103 ở trong 
bảng, ta chọn số gần nhất với nó. 
Đó là số 103,16 nằm ở giao 
của hàng 4,6 và cột 9 nên 

n N 9 |1|2|3 
(4,69) x~ 103/16. Do đó r PIET 
Ä103.16 x 4,69. Trên hàng ! : h 

xử h âm 
4,6 ta tìm trong các cột hiệu 4,6 |#--=¬* 103,16|-+|/3|19 
chính số nào gần với số 16 
nhất, ta thấy số 13 (hoặc 
số 19), nằm ở cột 2 (hoặc : 
Máu 4 


cột 3) hiệu chính. Ta hiệu 
chính Ä/103,16 để xác định Äl03 như sau : 


4,69 - 0,002 = 4,688 (hoặc 4,69 — 0,003 = 4,687) 
Vậy X03 x 4.688 (hoặc X03 z 4,687) (mẫu 4). 


Ví dụ 3. Tìm äƒ0,103. 


Ta biết 0,103 = 103 : 1000. 


Dođó — ÿŸ0,103= Ñ103:Ÿ1000 = Ä103 :10. 
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Tra bảng tìm 3/103 + 4,688. Vậy Ÿƒ0,103 + 4,688 x 0,1 = 0,4688. 


2> Chú ý. Bảng lập phương có nêu hướng dẫn "Khi dồi dấu phẩy trong số 
N đi 1 chữ số thì phải dời dấu phẩy trong số NỔ đi 3 chữ số" nên khi tìm 
căn bậc ba, ta thực hành như sau : 
Khi dời dấu phẩy trong số N đi 3, 6, 9,... chữ số, ta dời dấu phẩy theo 
cùng chiêu ở số ÄN đi 1,2, 3,... chữ số (ví dụ 3 mình hoạ trường hợp dời 
dấu phẩy ở số 103 sang trái 3 chữ số nên phải dời dấu phẩy ở số 4,688 
sang trái | chữ số). 

2. Tìm căn bậc ba bằng máy tính bồ túi 
Có thể dùng máy tính bỏ túi eó nút bấm # sẻ tìm căn bậc ba như sau. 


Ví dụ 4. (Trên máy CASIO ƒv-220). 


Tính Nút bấm Kết quả 
w  IDIEIBllmffl b 
wmas [HDIBJEIEIEIEIEIEIEmiiyl| »s 
mm |DHBILHDIBIPEImEBN | 5: 


Ví dụ 5. (Trên máy SHARP £L—500M) 


Tính Nút bấm Kết quả 
Ä2s Bs][zse ] ]Ll[z][›][s][-] k 
390,655 ñninnnnn 
T267 B.NIHIBINIH 


2ndE] 


+ 


Nêu điều kiện để x là căn bậc hai số học của số a không âm. Cho ví dụ. 


Ôn tập chương I 


Côu hỏi 


Chứng minh va? = |a| với mọi số a. 


Biểu thức A phải thoả mãn điều kiện gì để ⁄A xác định 2 


Phát biểu và chứng minh định lí về mối liên hệ giữa phép nhân và phép 
khai phương. Cho ví dụ. 


Phát biểu và chứng minh định lí về mối liên hệ giữa phép chia và phép 
khai phương. Cho ví dụ. 


6) 


?) 


8) 


9) 


Các công Thúc biến đổi căn thức 
XA?= IAI. 
A5 = A4 đới A > 0 và B >0), 


A A 
ứ GÌ: an tin KM, 
B_ x° 


4JA?B =|A|4B đới B> 0). 
AB =A?B (với A >0 và B >0). 
AxB =-A?B (với A < 0 và B >0). 


AI 

D = maYAB (với AB >0 và B< 0). 
B |R| 

A 

“> 


(với B>0). 


jA+B A-B? 
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70. 


7I. 


74. 


75. 
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Bòi tộ 


Tìm giá trị các biểu thức sau bằng cá 


25 16 196 
đỀ | 

149 9 
› 4640 .J34,3 
Ni 

567 


Rút gọn các biểu thức sau : 
a) (\§- 3A/2 +02 -— J5 ; 


1 


LiM š 4 
9š mm...) 
2Ñ2 2 5 


Phân tích thành nhân tử (với các số x, 


a) xy—ySx+Ax—l; 
e)xa+b+ a2 -bŸ; 


p 


ch biến đổi, rút gọn thích hợp : 


I 14 34 
Sổ ÀĐ vớ 
16 25 8l 


d) 2/216 .810.V112 — 52. 


b) 


b) 02/C-10)2.3 + 2q/Q/3 - x/5)2 ; 


) 2(/2-3)2+4|2(-32 5/0. 


y,a, bkhông âm và a > b) 


) Xax -N[by +Afbx - Nay ; 
d) 12—jx—x. 


Rút gọn rồi tính giá trị của các biểu thức sau : 


a)^|ˆ9a —4J9+12a + 4a2 tạia==0; b)l+ 


4m2 — 4m + 4 tại m= l5; 


3m 
-2 


I0) 


€) 1— 10a + 25a2 — 4a tạia =2; q) 4x- 9x2 +6x+1 tại x=—A/3. 


“Tìm x, biết : 
a) 4Ox- 2 =3; 


DÌ 1 
b) VI =ýl5x—2= 2 VI5x. 


Chứng minh các đẳng thức sau : 


Ẹ km. “=) Ị 


_d-2 3. JwS 


=-1,5; 


yab thỷa l ty lÉc HÀ duaiGss sia 
© ———: =a- b với a, b dương, và a 3 
xao - xa-b 
a+ 
đ)|1+ ——=— | =l- a vớia>0và a# l. 
Xa +l 


76. Cho biểu thức 


Q a | a b vú b>6 
= > + h vớia>b>U. 
va?—u2 xa? —u2 a— Xa? — b2 


a) Rút gọn Q; 
b) Xác định giá trị của Q khi a = 3b. 


4I 
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Khái niệm hàm số 


s Nếu đại lượng y phụ thuộc vào đại lượng thay đổi x sao cho với mỗi giá 
trị của x, ta luôn xác định được chỉ một giá trị tương ứng của y thì y được 
gọi là hàm số của x, và x được gọi là biến số. 


e Hàm số có thể được cho bằng bảng hoặc bàng công thức,... 
Ví dụ I 


a) y là hầm số của x được cho bằng bảng sau : 


1 
2 


œm— 


M 6 4 2 1 


G2 
Ịm 


) y là hàm số của x được cho bằng công thức : 


y=2X; y=2x+3; ĐÊch 


e Khi hàm số được cho bằng công thức y = f(x), ta hiểu rằng biến số x chỉ 


ấy những giá trị mà tại đó f(x) xác định. Chẳng hạn, ở các ví dụ trên, giá 
trị của các biểu thức 2x, 2x + 3 luôn luôn xác định với mọi giá trị của x 
nên trong các hàm số y = 2x và y = 2x + 3, biến số x có thể lấy những giá 
2 4 


trị tuỳ ý ; còn trong hàm số y = na biến số x chỉ lấy những giá trị khác 0, 


4 
vì giá trị của biểu thức — không xác định khi x = 0. 
X 


e Khi y là hàm số của x, ta có thể viết y = f(x), y = ø(x),... Ví dụ, đối với 
hầm số y = 2x +3, ta còn có thể viết y = f(x) = 2x + 3 ; khi đó, thay cho 
câu "Khi x bằng 3 thì giá trị tương ứng của y là 9", ta viết f(3) = 9 

e Khi x thay đổi mà y luôn nhận một giá trị không đổi thì hàm số y được 


gọi là hàm hằng. 


I 
Cho hàm số y = Ÿ(x) = S3 Hội 


Tính f0); fl); f2);¡ fG); fC2); f(—10). 
Đồ thị của hàm số 


a) Biểu diễn các điểm sau trên mặt phẳng toạ độ Oxy : 


A(3:9] n(s:2) CC ;2 D(2;1 F(3:2] r(s:z] 
3:6)› 3): q;2), D@;J), 3) 5 


b) Về đề thị của hàm số y = 2x. 

Tập hợp tất cả các điểm biểu diễn các cặp giá trị tương ứng (x ; f(x)) trên 
mật phẳng toạ độ được gọi là đổ th; của hàm số y = f(x). Chẳng hạn, tập 
hợp các điểm A, B, C, D, E, F vẽ được trong [zz]a) là đồ thị của hàm số 
được cho bằng bảng ở ví dụ la) ; tập hợp các điểm của đường thẳng vẽ 


được trong [se|») là đồ thị của hàm số y = 2x. 
Hàm số đồng biến, nghịch biến 


Tính giá trị y tương ứng của các hàm số y = 2x + Ï và y = ~2x + I theo 
giá trị đã cho của biến x rôi điền vào bảng sau : 


4 


a) Xét hàm số y = 2x + l. 

Dễ thấy 2x + I xác định với mọi x e R. 

Qua bảng trên ta thấy : Khi cho x các giá trị tuỳ ý tăng lên thì các giá trị 
tương ứng của y = 2x + l cũng tăng lên. Ta nói rằng hàm số y = 2x + I 
đồng biến trên R. 

b) Xét hàm số y = —2x + 1, ta thấy : 

2x + I xác định với mọi x e R. 

Khi cho x các giá trị tuỳ ý tăng lên thì các giá trị tương ứng của y=—2x + l lại 
giảm đi. Ta nói rằng hàm số y = 2x +l nghịch biến trên R. 

Một cách tổng quát : 

Cho hàm số y = f(x) xác định với mọi giá trị của x thuộc R 

a) Nếu giá trị của biến x tăng lên mà giá trị tương ứng f(x) cũng tăng lên 
thì hàm số y = f(x) được gọi là hàm số đồng biến trên R (gọi tắt là hàm 
số đồng biến). 

b) Nếu giá trị của biến x tăng lên mà giá trị tương ứng f(x) lại giảm đi thì 
hàm số y = f(x) được gọi là hàm số nghịch biến trên R (gọi tắt là hàm số 
nghịch biến). 

Nói cách khác. với Xị., xạ bất kì thuộc R: 

Nết Xị < xạ mà f(xị) < f(%¿) thì hàm số y = f(x) đông biến trên R : 


Nếi Xị < xạ mà f(xị) > f(%¿) thì hàm số y = f(x) nghịch biến trên R. 
Bòi tập 
- 2 
a) Cho hàm số y = f(x) = S,, 
1 
Tính : f(—2) ; f1); f0); 1g] b f1); f2); f3) 
R 2 
b) Cho hàm số y = g(x) = s. +3. 


I 
Tính:g(2); ø(l); (0); s[gÌ: zq); g2);  gÓ). 


e) Có nhận xét gì về giá trị của hai hàm số đã cho ở trên khi biến x lấy 
cùng một giá trị ? 


" 


l 
Cho hàm số V SS AMĐD 


a) Tính các giá trị tương ứng của y theo các giá trị của x rồi điển vào 


ảng sau : 
X -25| -2 |-15| -I|-05 0 |05| 1 |151 2 |25 
: 3 

=-—=x+ 

y 2" 


biến 2 Vì sao 2 


Đồ thị hầm số y = 3x được vẽ 
ăng compa và thước thẳng ở 
hình 4. 

Hãy tìm hiểu và trình bày lại các 
ước thực hiện vẽ đồ thị đó. 

a) Vẽ đồ thị của các hàm số y = x 
VÀ y=2x trên cùng một mật 
hằng toạ độ Oxy (h.5). 


b) Đường thẳng song song với 
trục Ox và cất trục Oy tại điểm 
có tung độ y = 4 lần lượt cắt các 
đường thẳng y= 2x, y = x tại 
hai điểm A và B. 

Tìm toạ độ của các điểm A, B và 
tính chu vi, diện tích của tam 
giác OAB theo đơn vị đo trên 
các trục toạ độ là xentimét. 


Cho các hàm số y = O,5x và 
y=0,5x +2. 


Cho hai hàm số y = 2x và y =—2X. 


b) Hàm số đã cho là hàm số đồng biến hay nghịch biến ? Vì sao ? 


a) Vẽ trên cùng một mặt phẳng toạ độ đồ thị của hai hàm số đã cho. 


b) Trong, hai hầm số đã cho, hàm số nào đềng biến ? Hàm sế nào nghịch 


Luyện Tập 


Hình 5 
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a) Tính giá trị y tương ứng của mỗi hàm số theo giá trị đã cho của biến x 
rồi điền vào bảng sau : 


X “23 |=2/⁄25|=15| =1 0 I 15 |2,25| 2.5 


y=0,5x 


y=0,5x+2 


b) Có nhận xét gì về các giá trị tương ứng của hai hàm số đó khi biến x 
lấy cùng một giá trị ? 


Cho hàm số y = f(x) = 3x. 
Cho x hai giá trị bất kì xị, xạ sao cho xị < xạ. 


Hãy chứng mỉnh f(x¡) < f(xạ) rồi rút ra kết luận hàm số đã cho đồng biến 
trên R. 


§2. Hàm số bộc nhốt 


Hàm số bậc nhất có dạng như thế nào 2 


Khái niệm về hàm số bậc nhất 


Bài toán : Một xe ôtô chở khách đi từ bến xe Phía nam Hà Nội vào Huế 
với vận tốc trung bình 50km/h. Hỏi sau t giờ xe ôtô đó cách trung tâm 
Hà Nội bao nhiêu kilômét ? Biết rằng bến xe Phía nam cách trung tâm 
Tà Nội 8km. 


Trung tâm Hà Nội Bến xe Huế 
8km 
> 


Hãy điển vào chỗ trống (...) cho đúng 

Sau 1 giờ, ôtô đi được :.... 

San † giờ, ôtô đi được :... 

Sau t giờ, ôtô cách trung tâm Hà Nội là : s=.... 


|?2| Tính các giá trị tương ứng của s khi cho thần lượt lấy các giá trị L giờ ; 2 giờ ; 
3 giờ; 4 giờ... rồi giải thích tại sao s là hàm số của t ? 


ĐỊNH NGHĨA 


Hàm số bậc nhất là hàm số được cho bởi công thức 


y=ax+b 


trong đó a, b là các số cho trước và a # 0. 


> Chú ý. Khi b= 0, hàm số có dạng y = ax (đã học ở lóp 7). 


2. Tính chất 
Để tìm hiểu tính chất của hàm số bậc nhất, trước tiên ta xét ví dụ sau đây : 
Ví dụ. Xét hàm số y = f(x) = -3x + l. 


Hàm số y = 3x + I luôn xác định với mọi giá trị của x thuộc R vì biểu 
thức -3x + I luôn xác định với mọi giá trị của x thuộc R. 


Khi cho biến x lấy hai giá trị bất kì xạ, x; sao cho xị < x; hay x;— xị > 0, 
ta có 


fŒ;)~ fGxị) = C3; + D)— C3x, + 1) =—3(x;— xị) < 0 hay f(x,) > fQ). 
Vậy hàm số y =—3x + I là hàm số nghịch biến trên R 
|?) Cho hàm số bậc nhất y = Í(x) = 3x + I. 


Cho x hai giá trị bất kì Xị, xạ, sao cho Xị < Xạ. Hãy chứng mình f(xị) < (xạ) 


rồi rút ra kết luận hàm số đông biến trên R. 


e Tổng quát 


Hàm số bậc nhất y = ax + b xác định với mọi giá trị của x thuộc R và có 
tính chất sau : 

a) Đồng biến trên R, khi a > 0. 

b) Nghịch biến trên R, khi a < 0. 


l4] Cho ví dụ về hàm số bậc nhất trong các trường hợp sau : 


a) Hàm số đồng biến ; b) Hàm số nghịch biến. 
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10. 


II. 


14. 
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Bòi tập 
Trong các hàm số sau, hàm số nào là hàm số bậc nhất ? Hãy xác định các hệ 
số a, b của chúng và xét xem hàm số bậc nhất nào đồng biến, nghịch biến. 
a)y=l—5x; b)y=- 0,5x; 
©)y=A2(x-1)+43; d)y=2x?+3. 

Cho hàm số bậc nhất y = (m - 2)x + 3. Tìm các giá trị của m để hàm số : 
a) Đồng biến ; 

b) Nghịch biến. 

Một hình chữ nhật có các kích thước là 20cm và 30em. Người ta bớt mỗi 


kích thước cúa hình đó đi x (em) được hình chữ nhật mới có chu vi là 


y (cm). Hãy lập công thức tính y theo x. 


Luyện Tập 
Hãy biểu diễn các điểm sau trên mặt phẳng toạ độ : A(-3 ; 0), BI ; 1), 
C(0; 3), D( ; 1), E3;0), F(1;—I), G(0; =3), HCI :—l). 


Cho hàm số bậc nhất y = ax + 3. Tìm hệ số a, biết rằng khi x = I thì 
\= 20: 


Với những giá trị nào của m thì mỗi hàm số sau là hàm số bậc nhất ? 


a)y= \5-m(x- l); 


Cho hàm số bậc nhất y = (1 — X5)x-t. 
a) Hàm số trên là đồng biến hay nghịch biến trên R ? Vì sao ? 
b) Tính giá trị của y khi x =1+A/5; 


e) Tính giá trị của x khi y = V5. 


§3. Đồ thị của hàm số y = dx + b (d + 0) 


Vẽ đồ thị hàm = ax + b (a # 0) như thế nào 2? 


Đổ thị của hàm số y = ax + b (a # 0) 


Biểu diễn các điểm sau trên cùng một mặt phẳng toạ độ : 


Aq;2), B2;4). C ; 6), 
A(;:2+3),  B(2;4+3), Œ@:6+3). 


Trên mặt phẳng toạ độ Oxy (h6), với 
cùng hoành độ thì tung độ của mỗi 
điểm A', B, C đều lớn hơn tung độ của 
mỗi điểm tương ứng A, B, C là 3 đơn vị. 
Ta có AB//AB và BC//BC (vì các tứ 
giác AA'BB và BBŒCC đều là hình bình 
hành). 

Từ đó suy ra : Nếu A, B, C cùng nằm 
trên một đường, thắng (d) thì A', B, C 
cùng nằm trên một đường thẳng (d) song 


song với (d). 


12 


Hình ó 


Tính giá Irị y tương tĩng của các hàm số y = 2X và y = 2X + 3 theo giá Trị 


đã cho của biến x rồi điển vào bảng sau : 


X -4[|-3|-2|-I|-05 


0.5 
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Ta thấy rằng : 

Với bất kì hoành độ x nào thì tung, 
độ y của điểm thuộc đồ thị hàm số 
y= 2x+ 3 cũng lớn hơn tung độ y 
tương ứng của điểm thuộc đồ thị 
hầm số y = 2x là 3 đơn vị. 

Ta đã biết, đồ thị của hàm số y = 2x 
là đường thắng đi qua gốc toạ độ 
O(0;0) và điểm A(I ; 2). Qua 


nhận xét ở trên, ta thấy rằng đồ 


thị của hầm số y = 2x + 3 là một 


Hình 7 


đường thẳng song song với đường 


thẳng y = 2x và cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng 3 (h.7). 


e Tổng quát 


Đồ thị của hàm số y = ax + b (a # 0) là một đường thẳng : 

— Cất trục tung tại điển có tung độ bằng b; 

— ®ong song với đường thẳng y = ax, nếu b# Ö; trùng với đường thẳng 
y =ax, nếu b = 0. 


> Chú ý. Đô thị của hàm số y = ax + b(a Z0) còn được gọi là đường 
thẳng y = ax +b; b được gọi là tung độ gốc của đường thẳng. 


Cách vẽ đồ thị của hàm số y = ax + b (a # 0) 


e Khi b = 0 thì y = ax. Đồ thị của hàm số y = ax là đường thẳng đi qua 
gốc toạ độ O(0 ; 0) và điểm A(I ; a). 
e Xét trường hợp y = ax + b với a # 0 và b# 0. 


Ta đã biết đồ thị của hàm số y = ax + b là một đường thẳng. Do đó, để vẽ 
đồ thị hàm số y = ax + b, ta chỉ cần xác định được hai điểm phân biệt nào 
đó thuộc đồ thị rồi vẽ đường thẳng đi qua hai điểm đó. 


Trong thực hành, ta thường xác định hai điểm đặc biệt là giao điểm của 
đồ thị với hai trục toạ độ. 


Bưóc 1. Cho x = Ö thì y = b, ta được điểm P(0 ; b) thuộc trục tung Oy. 


b b 
Cho y = 0 thì x =——. ta được điểm sị- H ) thuộc trục 
a 


hoành Ox 
Bước 2. Vẽ đường thắng đi qua hai điểm P và Q ta được đồ thị của hàm 
SỐ y = aXx +b. 


mH Về đồ thị của các hàm số sau : 


IS. 


16. 


17. 


4)y=2x-3; 


b)y=-2x+3. 
Bòi tập 


2 2 
000002660 02220282 200202 nhàn Và VỆ St +5 


trên cùng một mặt phẳng toạ độ. 


b) Bốn đường thẳng trên cắt nhau tạo thành tứ giác OABC (O là gốc 
toạ độ). Tứ giác OABC có phải là hình bình hành không ? Vì sao ? 


a) Vẽ đồ thị của các hàm số y = x và y = 2x + 2 trên cùng một mặt phẳng 
toạ độ, 
b) Gọi A là giao điểm của hai đồ thị nói trên, tìm toạ độ điểm A. 


c) Vẽ qua điểm D(0 ; 2) một đường thẳng song song với trục Ox, cắt 
đường thẳng y = x tại điểm C. Tìm toạ độ của điểm C rồi tính diện tích 
tam giác ABC (đơn vị đo trên các trục toạ độ là xentimét). 


Luyện Tập 


a) Vẽ đồ thị của các hàm số y = x + l và y =—x + 3 trên cùng một mặt 


phẳng toạ độ. 


BÙI 


b) Hai đường thẳng y = x + l và y = =x + 3 cắt nhau tại C và cắt trục Ox 
theo thứ tự tại A và B. Tìm toạ độ của các điểm A, B, C. 

e) Tính chu vi và diện tích của tam giác ABC (đơn vị đo trên các trục toạ 
độ là xentimét). 


18. a) Biết rằng với x = 4 thì hàm số y = 3x + b có giá trị là 11. Tìm b. Vẽ đồ 
thị của hàm số với giá trị b vừa tìm được. 


b) Biết rằng đồ thị của hàm số y = ax + 5 đi qua điểm A(—I ; 3). Tìm a. 
Vẽ đồ thị của hàm số với giá trị a vừa tìm được. 


19. Đồ thị của hàm số y = 43x+ v3 
được vẽ bằng compa và thước 
thẳng (h8). 

Hãy tìm hiểu cách vẽ đó rồi nêu 
lại các bước thực hiện. 


Ấp dụng. Vẽ đồ thị của hàm số 


y=M5x + N5 bằng compa và 
thước thẳng. 


Hướng dân. Tìm điểm trên trục 


Hành 8 


tung có tung độ bằng ⁄5. 


§4. Đường thẳng song song và đường thẳng cốt nhau 


Khi nào thì hai đường thẳng y = ax + b (a z 0) và y = aX + b' (a'# 0) 
song song với nhau ? Trùng nhau ? Cắt nhau ? 


Trên cùng một mặt phẳng toạ độ, hai đường thẳng y = ax + b (a # 0) và 
y=ax + b (a z0) có thể song song, có thể cắt nhau và cũng có thể 
trùng nhau, 
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ba 


Đường thẳng song song 

a) Vẽ đồ thị của các hàm số sau trên 

cùng một mặt phẳng toạ độ : 
y=2x+3;y=2x-2. 

b) Giải thích vì sao hai đường thẳng y = 2x + 3 

và y= 2x— 2 song song với nhau ? (h.9). 

e Xét hai đường thẳng y = ax + b (a # 0) 

vày=ax+b(az0). 

Khi a= a' và bz b' thì hai đường thẳng 

đó song song với nhau, vì chúng không 


trùng nhau và mỗi đường thẳng song 
song hoặc trùng với đường thẳng y = ax. 


Khi a = a và b= b' thì hai đường thẳng Hình 9 


đó trùng nhau, vì thực chất chúng chỉ là một 


Vậy ta có kết luận sau : 


Hai đường thẳng y = ax + b (a # O) và y = ax + b` (a' # 0) song song 
với nhau khi và chỉ khi a = a, b # b' và trùng nhan khi và chỉ khi 
a=a,b=b. 


Đường thẳng cắt nhau 

Tìm các cặp đường thẳng cắt nhau trong các đường thẳng sau : 
y=05x+2; y=0,5x- 1; y=l,5x+2. 

Khi a = a' thì hai đường thẳng y = ax + b (a # 0) và y = ax + b(a'# 0) 
song song với nhau hoặc trùng nhau và ngược lại. Do đó, khi a # a' thì hai 
đường thẳng y = ax + b và y = ax + b' cất nhau và ngược lại. 

Vậy ta có kết luận sau : 


Hai đường thẳng y=ax+b(a# 0) và y = a'x + b' (a' # 0) cắt nhan 
khi và chỉ khi a # a'. 


> Chú ý. Khi a # a' và b= Ð' thì hai đường thẳng có cùng tung độ gốc, 
do đó chúng cắt nhau tại một điểm trên trục tung có tung độ là b. 
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Bài toán áp dụng 


Cho hai hàm số bậc nhất y = 2mx + 3 và y = (m + l)x + 2. 
Tìm giá trị của m để đồ thị của hai hàm số đã cho là : 
a) Hai đường thẳng cắt nhau ; 
b) Hai đường thẳng song song với nhau. 
Giải 
Hàm số y = 2mx + 3 có các hệ số a = 2m và b= 3. 
Hàm số y = (m + I)x + 2 có các hệ số a = m+ l và b' =2. 
Các hàm số đã cho là hàm số bậc nhất, do đó các hệ số a và a' phải khác 0, 
tức là 

2m # 0 và m + I # 0 hay m # 0 và m # -—l. 
a) Đồ thị của hai hàm số đã cho là hai đường thẳng cắt nhau khi và 
chỉ khi a # a', tức là 

2m#zm + I<&m# I. 
Kết hợp với điều kiện trên, ta có m# 0,m # —1 và m# l. 
b) Đồ thị của hai hàm số đã cho là hai đường thẳng song song với nhau 
khi và chỉ khi a = a' và b# b'. 
"Theo đề bài, ta có b # b' (vì 3 # 2). 
Vậy đồ thị của hai hàm số đã cho là hai đường thẳng song song với nhau khi 
và chỉ khia = a', tức là 
2m =m+ I€m=l. 

Kết hợp với điều kiện trên, ta thấy m = l là giá trị cần tìm. 
Ghỉ chú. Khi trình bày lời giải, để cho ngắn gọn, có thể không ghi phần 
nhận xét các hệ số. 


Bòi tập 
Hãy chỉ ra ba cặp đường thẳng cắt nhau và các cặp đường thẳng song 
song với nhau trong số các đường thẳng sau : 
a)y=l,5x+2; b)y=x+2; e)y=0,5x- 3; 
d)y=x-3; ©e)y=l,5x—l; #ø)y=0,5x+3. 
Cho hai hàm số bậc nhất y = mx + 3 và y = (2m + l)x — Š. 
Tìm giá trị của m để đồ thị của hai hàm số đã cho là : 
a) Hai đường thẳng song song với nhau ; 
b) Hai đường thẳng cắt nhau. 


Cho hàm số y = ax + 3. Hãy xác định hệ số a trong mỗi trường hợp sau : 
a) Đồ thị của hàm số song song với đường thẳng y = —2x. 
b) Khi x = 2 thì hàm số có giá trị y = 7. 


Luyện Tập 

Cho hàm số y = 2x + b. Hãy xác định hệ số b trong mỗi trường hợp sau : 
a) Đồ thị của hàm số đã cho cắt trục tung tại điểm có tung độ bằng -3 ; 
b) Đồ thị của hàm số đã cho đi qua điểm A(I ; 5). 


Cho hai hàm số bậc nhất y = 2x + 3k và y = (2m + l)x + 2k - 3. 
"Tìm điều kiện đối với m và k để đồ thị của hai hàm số là : 


a) Hai đường thẳng cắt nhau ; 


b) Hai đường thẳng song song với nhau ; 


e) Hai đường thẳng trùng nhau. 
a) Vẽ đồ thị của các hàm số sau trên cùng một mặt phẳng toạ độ : 


2 
y=3x12; ĐT di 
b) Một đường thẳng song song với trục hoành Ox, cất trục tung Oy tại 
_. $ 4 ñ 2 3 
điểm có tung độ bằng I, cắt các đường thẳng y = 3 +2 vày= to +2 
theo thứ tự tại hai điểm M và N. Tìm toạ độ của hai điểm M và Ñ. 
Cho hàm số bậc nhất y = ax — 4 (1). Hãy xác định hệ số a trong mỗi 
trường hợp sau : 
a) Đồ thị của hàm số (1) cắt đường thẳng y = 2x - l tại điểm có hoành độ 
bằng 2. 
b) Đồ thị của hàm số (1) cắt đường thẳng y =—~3x + 2 tại điểm có tung độ 
bằng 5. 


§5. Hệ số góc của đường thẳng y = ox + b (d z 0) 


Khái niệm hệ số góc của đường thẳng y =ax+b(a#0) 

a) Góc tạo bởi đường thẳng y = ax + b và trục Ox 

Trong mặt phẳng toạ độ Oxy, khi nói góc œ tạo bởi đường thẳng y = ax + b 
và trục Ox (hoặc nói đường thăng y = ax + b tạo với trục Ox một góc 0), 
ta hiểu đó là góc tạo bởi tỉa Ax và tia AT, trong đó A là giao điểm của 
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đường thẳng y = ax + b với trục Ox, T là điểm thuộc đường thẳng y = ax + b 
và có tung độ dương (h.L0). 


THình 10 
b) Hệ số góc 
Với cách hiểu góc tạo bởi đường thẳng y = ax + b và trục Ox như trên, ta 
thấy rằng : Các đường thẳng song song với nhau sẽ tạo với trục Ox các 
góc bằng nhau. 
Từ đó suy ra : Các đường thẳng có cùng hệ số a (a là hệ số của x) thì tạo 
với trục Ox các góc bằng nhau. 


2) b) 
Hình II 


H Hình 11a) biểu diễn đồ thị của các hàm số (với hệ số a > 0) : 
y=05x+2; y=x+2; y=2x+2. 
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Hình IIb) biểu diễn đồ thị của các hàm số (với hệ số a < 0) : 
y=-2x+2; y=-x+2; y=-0,5x+2. 

4) Hãy so sánh các góc Œị, dạ, œ và so sánh các giá trị tong ứng của hệ 

số a trong các hàm số (trường hợp a > 0) rồi rút ra nhận xét. 

b) Cũng làm tương tự như câu a) với trường hợp a < 0. 

Qua việc xét đồ thị của các hàm số đã nêu ở trên, ta có thể nói : 

— Khi hệ số a dương (a > 0) thì góc tạo bởi đường thẳng y = ax + b và trục 

Ox là góc nhọn. Hệ số a càng lớn thì góc càng lớn nhưng vẫn nhỏ hơn 907, 

— Khi hệ số a âm (a < 0) thì góc tạo bởi đường thẳng y = ax + b và trục 

Ox là góc tù. Hệ số a càng lớn thì góc càng lớn nhưng vẫn nhỏ hơn 180. 

Vì có sự liên quan giữa hệ số a với góc tạo bởi đường thẳng y = ax + b và 

trục Ox nên người ta gọi a là hệ số góc của đường thẳng y = ax + b. 

È Chú ý. Khi b = 0, ra có hàm số y = ax. Trong trường hợp này, ta cũng 

nói rằng a là hệ số góc của đường thẳng y = ax. 

Ví dụ 

Ví dụ 1. Cho hầm số y = 3x + 2. 

a) Vẽ đồ thị của hàm số. 

b) Tính góc tạo bởi đường thẳng 

y=3x + 2 và trục Ox (làm tròn 

đến phút). 

Giải 

a) Khi x = 0 thì y = 2, ta được điểm 

A(0; 2). 


Là 4 


2 
Khi y = 0 thì x= ¬3› ta được điểm 


2 
BỊ -=;0): 
X) Hình 12 


Vẽ đường thẳng đi qua hai điểm A và 
Ð, ta được đồ thị của hàm số đã cho (h.12). 
b) Gọi góc tạo bởi đường thẳng y = 3x + 2 và trục Ox là œ, ta có 


_—— OA 
ABO =ơ. Xét tam giác vuông OAB, ta có tp = ——= 


=3 (3 chính là 


,s) 
G3 N[Ị 
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hệ số góc của đường thẳng y = 3x + 2). Bằng cách tra bảng hoặc tính trên 
máy tính, ta được œ # 7134, 

Ví dụ 2. Cho hầm số y =—3x + 3. 

a) Vẽ đồ thị của hàm số. 

b) Tính góc tạo bởi đường thẳng y = -3x + 3 và trục Ox (làm tròn đến 
phút). 

Giải 

a) Khi x =0 thì y = 3, ta được điểm 
A(0; 3). 

Khi y = 0 thì x = I, ta được điểm 
B(1 ; 0). 


Vẽ đường thắng đi qua hai điểm A 
và B, ta được đồ thị của hàm số đã 
cho (h.13). 


b) Gọi œ là gốc tạo bởi đường thắng, 


y =-3x +3 và trục Öx, ta có 0œ = ABx. 


Xét tam giác vuông OAB, ta có 


——- OA 3 „ ` Hình 13 
tơ OBA = œ 3 (3 chính là 


giá trị tuyệt đối của hệ số góc -3 của đường thẳng y = -3x + 3). 
Bằng cách tra bảng hoặc tính trên máy tính, ta được OBA z 71934". 
Vậy œ = 180° - OBA s 108926 ', 


Bòi tập 
Cho hàm số bậc nhất y = ax + 3. 

a) Xác định hệ số gốc a, biết rằng đồ thị của hàm số đi qua điểm A(2; 6). 
b) Vẽ đồ thị của hàm số 

Cho hàm số y =—2x + 3. 

a) Vẽ đồ thị của hàm số. 


b) Tính góc tạo bởi đường thẳng y = -2x + 3 và trục Ox (làm tròn đến phút). 


30. 


Luyện †ập 
Xác định hàm số bậc nhất y = ax + b trong mỗi trường hợp sau : 
a) a =2 và đồ thị của hàm số cắt trục hoành tại điểm có hoành độ bằng l,5. 
b)a =3 và đồ thị của hàm số đi qua điểm A(2; 2). 
e) Đồ thị của hàm số song song với đường thẳng y = 3x và đi qua điểm 
B(; v3 + 5). 


a) Vẽ trên cùng một mặt phẳng toạ độ đồ thị của các hàm số sau : 


I 
V5) H20 y=-x+2. 


2? 3 I : 
b) Gọi giao điểm của hai đường thẳng y = Su +2 và y=-—x+ 2 với trục 
hoành theo thứ tự là A, B và gọi giao điểm của hai đường thẳng đó là C. 
Tính các góc của tam giác ABC (làm tròn đến độ). 
e) Tính chu vi và diện tích của tam giác ABC (đơn vị đo trên các trục toạ 


độ là xentimét). 


l 
a) Vẽ đồ thị của các hàm số y= x+1 ;y= ——=x+A3 : y=43x-4. 


RÐ 


b) Gọi œ, B, y lần lượt là các góc tạo bởi các đường thẳng trên và trục Ox. 


` 1 
Chứng minh rằng tgœ = |, tgB = —=. tgy = 3. 
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"Tính số đo các góc œ, B, y. 


Ôn tập chương II 
Cêu hỏi 
Cho hàm số y = ax + b (a # 0). 


a) Khi nào thì hàm số đồng biến ? 


b) Khi nào thì hàm số nghịch biến ? 


Bọn) 


" 
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Khi nào thì hai đường thắng y=ax +b(a#0) và y=ax+b'(a #0) cất 


nhau 2 Song song với nhau ? Trùng nhau ? 


Tóm †ắt cóc kiến thúc cồn nhớ 

1. Nếu đại lượng y phụ thuộc vào đại lượng thay đổi x sao cho với mỗi 
giá trị của x ta luôn xác định được chỉ một giá trị tương ứng của y thì y 
được gọi là hàm số của x và x được gọi là biến số. 

2. Hàm số thường được cho bằng bảng hoặc bằng công thức. 

3. Đồ thị của hàm số y = f(x) là tập hợp tất cả các điểm biểu diễn các cặp 
giá trị tương ứng (x ; f(x)) trên mặt phẳng toạ độ Oxy. 

4. Hàm số có dạng y = ax + b với a # 0 được gọi là hàm số bậc nhất đối 
với biến số x. 

Š. Hàm số bậc nhất y = ax + b xác định với mọi giá trị của x và cố tính chất : 
Tầm số đồng biến trên R khi a > 0, nghịch biến trên R khi a < 0. 

6. Góc œ tạo bởi đường thẳng y = ax + b (a # 0) và trục Ox là góc 
tạo bởi tia Ax và tỉa AT, trong đó A là giao điểm của đường thẳng 


y= ax +b với trục Ox, T là điểm thuộc đường thẳng y = ax + b và 
có tung độ dương (h.14). 


Trường hợp a> 0 Trường hợp a< 0 
Hình 14 
7. a được gọi là hệ số góc của đường thẳng y = ax + b (a # 0) 


ti 
x 


3. 


8. Với hai đường thẳng y = ax + b (đ) và y = a'x + b' (đ), trong đó a và 


a' khác 0, ta có : 


a# a © (d) và (đ') cắt nhau ; 


a=a và b#b'<© (đ) và (đ) song song với nhau ; 


a=a và b=b' © (đ) và (đ) trùng nhau. 


Bòi tập 

a) Với những giá trị nào của m thì hàm số bậc nhất y = (m — 1)x + 3 đồng biến ? 
b) Với những giá trị nào của k thì hàm số bậc nhất y = (5 - k)x + I 
nghịch biến 2 
Với những giá trị nào của m thì đồ thị các hàm số y = 2x + (3 + m) và 
y= 3x + (5 - m) cắt nhau tại một điểm trên trục tung 2 
Tìm giá trị của a để hai đường thẳng y = (a - l)x + 2 (a # 1) và 
y =(3- a)x + Ì (a # 3) song song với nhau. 
Xác định k và m để hai đường thẳng sau đây trùng nhau : 

y=kx+(m-2)(k#0); y=(Š- k)x +(4— m) (k #Š). 
Cho hai hàm số bậc nhất y = (k + l)x + 3 và y = (3 - 2k)x +l. 


a) Với giá trị nào của k thì đồ thị của hai hàm số là hai đường thẳng song 
song với nhau ? 


b) Với giá trị nào của k thì đồ thị của hai hàm số là hai đường thẳng cát nhau 2 

e) Hai đường thẳng nói trên có thể trùng nhau được không ? Vì sao 2 

a) Vẽ đồ thị hai hàm số sau trên cùng một mặt phẳng toạ độ : 
y=05x+2 (); y=5-2x (2). 

b) Gọi giao điểm của các đường thẳng y = 0,5x + 2 và y = 5 - 2x với trục 

hoành theo thứ tự là A, B và gọi giao điểm của hai đường thẳng đó là C. 

Tìm toạ độ của các điểm A, B, C 


óIl 
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e) Tính độ dài các đoạn thắng AB, AC và BC (đơn vị đo trên các trục toạ 
độ là xentimét) (làm tròn đến chữ số thập phân thứ hai). 


đ) Tính các góc tạo bởi các đường thẳng có phương trình (1) và (2) với 
trục Ox (làm tròn đến phút). 


a) Vẽ đồ thị các hàm số sau trên cùng một mặt phẳng †oạ độ : 
y=2x (1); y=05x (2; y=-x+6 (3). 


b) Gọi các giao điểm của đường thẳng có phương trình (3) với hai đường 
thẳng có phương trình (1) và (2) theo thứ tự là A và B. Tìm toạ độ của hai 
điểm A và B. 


c) Tính các góc của tam giác OAB. 

Hướng dẫn câu e) 
“Tính OA, OB rồi chứng tỏ tam giác OAB là tam giác cân. 
Tính AOB = AOx - BOx. 


BE HÌNH Học 


Chương I - HỆ THỨC LƯỢNG TRONG TAM GIÁC VUÔNG 


“Trong tam giác vuông, nếu biết hai cạnh, hoặc một cạnh và một góc nhọn 
thì có thể tính được các góc và các cạnh còn lại của tam giác đó 
hay không ? 


§1. Một số hệ thức về cạnh 
và đường coo trong tam giác vuông 


Nhờ một hệ thức trong tam giác 
vuông, ta có thể "đo" được chiều 


cao của cây bằng một chiếc 
thước thợ. 


Xét tam giác ABC vuông tại A, 
cạnh huyền BC = a, các cạnh góc 
vuông AC =b và AB =e. Gọi AH=h 
là đường cao ứng với cạnh huyền và 
CH= b, BH = c lần lượt là hình 
chiếu của AC, AB trên cạnh huyền 
BC(h.l). 


THình 1 
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Hệ thức giữa cạnh góc vuông và hình chiếu của nó trên 
cạnh huyền 


ĐỊNH TÍ I 


Trong một tam giác vuông, bình phương mỗi cạnh góc vuông bằng 
tích của cạnh huyền và hình chiếu của cạnh góc vuông đó trên 
cạnh huyền. 


Cụ thể, trong tam giác ABC vuông tại A (h.1), ta có 
bỂ =ab", cỔ = ae", Œ) 
Chứng mình (h.1) 


Xét hai tam giác vuông AHC và BAC. Hai tam giác vuông này có chung 


` : HC AC 
góc nhọn C nên chúng đồng dạng với nhau. Do đồ ——=—— suy ra 


AC BC 
AC”? = BC.HC, tức là bŸ = a.b'. Tương tự, ta có eŸ = ae". 


Ví dụ ï. (Định lí Py-ta-go — Một hệ quả của định lí 1) 


Rõ ràng, trong tam giác vuông ABC (h.1), cạnh huyền a = b' + c', do đó 
bÊ+c?=ab'+ac =a(b'+te)=a ái =4, 

Như vậy, từ định lí 1, ta cũng suy ra được định lí Py-ta-go. 

Một số hệ thức liên quan tới đường cao 


ĐỊNH LÍ2 


Trong một tam giác vuông, bình phương đường cao ứng với cạnh huyền 
bằng tích hai hình chiếu của hai cạnh góc vuông trên cạnh huyền. 


Cụ thể, với các quy ước ở hình I, ta có 


h7 =bc', (2) 
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l?| X6t hình I. Chứng minh AAHB œ ACHA. Từ đó suy ra hệ thức (2). 
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Ví dụ 2. Tính chiều cao của cây 
trong hình 2, biết rằng người đo 
đứng cách cây 2,25m và khoảng 
cách từ mắt người đo đến mặt đất 
là IJ5m 


Giải. Ta có tam giác ADC vuông tại 
D, DB là đường cao ứng với cạnh 
huyền AC và AB = 1,5m. Theo định 
lí2, ta có 

BDỶ = AB. BC 


tức là 


(2,25)” = I.5.. BC, 


SUY ra 


Hình 2 


2,25)” 
BG= (2,25) 


= 3,375 (m). 


Vậy chiều cao của cây là 

AC=AB+BC= I1,5 + 3,375 = 4,875 (m). 
© Định lí 2 thiết lập mối quan hệ giữa đường cao ứng với cạnh huyền và 
các hình chiếu của hai cạnh góc vuông trên cạnh huyền của một tam giác 
vuông. Định lí 3 dưới đây thiết lập mối quan hệ giữa đường cao này với 
cạnh huyền và hai cạnh góc vuông 


ĐỊNH LÍ 3 


Trong một tam giác vuông, tích hai cạnh góc vuông bằng tích của 
cạnh huyền và đường cao tương ứng. 


Với các kí hiệu trong hình 1, kết luận của định lí 3 có nghĩa là 


be = ah. (3) 


“Từ công thức tính diện tích tam giác, ta nhanh chóng suy ra hệ thức (3). 
"Tuy nhiên, có thể chứng minh hệ thức (3) bằng cách khác. 


Xót hình 1. Hãy chứng mình hệ thức (3) bằng tam giác đông dạng. 
Nhờ định lí Py-ta-go, từ hệ thức (3), ta có thể suy ra một hệ /hức giữa 
đường cao ứng với cạnh huyền và hai cạnh góc vuông. Thật vậy, ta có 
L_b2+c? 
ah = be > ah? = b°c? = (bỂ + ch? = bẾc? ST ——— 
h bếc 
Từ đó ta có 
1 1 1 
IS nộ kh p @) 
h b e 
IIệ thức (4) được phát biểu thành định lí sau đây. 


ĐỊKH LÍ 4 


Trong một tam giác vuông, nghịch đảo của bình phương đường cao 
ứng với cạnh huyền bằng tổng các nghịch đảo của bình phương hai 
cạnh góc vuông. 


Ví dụ 3. Cho tam giác vuông trong đó các cạnh góc vuông đài em và 
8em. Tính độ dài đường cao xuất phát từ đỉnh góc vuông. 


Giải. (h.3) 


Gọi đường cao xuất phát từ đỉnh góc 


vuông của tam giác này là h. Theo hệ 8 
thức giữa đường cao ứng với cạnh 6 
huyền và hai cạnh góc vuông, ta có 
I I I 
DP SP Nế Hình 3 

mr 2 _ 0582 628 „6/8 

Từ đó suy ra h“ = T1 do đồ h= —— = 4.8 (em). 
6+8” 10 10 


> Chú ý. Trong các ví dụ và các bài tập tính toán bằng số của chương 
này, các số đo độ dài ở mỗi bài nếu không ghỉ đơn vị ta quy ước là cùng 
đơn vị ảo. 
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| S €ó thể em chưa biết 


Các hệ thức bỂ = ab', cỄ = ac' (1) và h^ = b'c' (2) (xem hình 1) còn được phát 
biểu dựa vào khái niệm trung bình nhân. 
Hệ thức (1) được phát biểu như sau : 


Trong một tam giác vuông, mỗi cạnh góc vuông là trung bình nhân của cạnh 
huyền và hình chiếu của cạnh góc vuông đó trên cạnh huyền. 


Tương tự, hệ thức (2) được phát biểu như sau : 


Trong một tam giác vuông, đường cao ứng với cạnh huyền là trung bình nhân 
của hai đoạn thẳng mà nó định ra trên cạnh huyền. 


Bòi Tộp 
Hãy tính x và y trong mỗi hình sau : 


1. (h4a,b) 


a) 


4Iình 4 
2. (h5) 


Hình Š 
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3. (h6) 


4. (h7) 


Hình 7 


Luyện Tộp 


Š. _ Trong tam giác vuông với các cạnh góc vuông có độ dài là 3 và 4, kẻ 
đường cao ứng với cạnh huyền. Hãy tính đường cao này và độ dài các 
đoạn thẳng mà nó định ra trên cạnh huyền. 

6. Đường cao của một tam giác vuông chia cạnh huyền thành hai đoạn thắng 
có độ đài là I và 2. Hãy tính các cạnh góc vuông của tam giác này. 

7. Người ta dưa ra hai cách vẽ đoạn trung bình nhân x của hai đoạn thẳng a, b 
(tức là x”= ab) như trong hai hình sau : 

Cách 1 (h.8) Cách 2 (h.9) 


Hình 8 Hình 9 
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Dựa vào các hệ thức (1) và (2), hãy chứng mình các cách vẽ trên là đúng. 
Gợi ý. Nếu một tam giác có đường trung tuyến ứng với một cạnh bằng nửa 
cạnh đó thì tam giác ấy là tam giác vuông. 

Tìm x và y trong mỗi hình sau : 


a) (h.10) b)(h.II) 


y 
Hình 10 Hình 1Ì 


c) (h.12) 


Hình 12 


Cho hình vuông ABCD. Gọi I là một điểm nằm giữa A và B. Tia DI và tia 
ŒB cắt nhau ở K. Kẻ đường thẳng qua D, vuông góc với DI. Đường thẳng 
này cát đường thẳng BC tại L. Chứng minh rằng 


a) Tam giác DIL là một tam giác cân ; 


l 1 
b) Tổng BH] không đổi khi I thay đổi trên cạnh AB. 
DI DK 


§2. Tỉ số lượng giác của góc nhọn 


Trong một tam giác vuông, nếu 
biết tỈ số độ dài của hai cạnh thì 
có biết được độ lớn của các góc 
nhọn hay không 2 


1. Khái niệm tỈ số lượng giác của một góc nhọn 


a) Mô đầu 


Cho tam giác ABC vuông tại A. Xét góc nhọn B của nó. Nhắc lại rằng : 
Cạnh AB được gọi là cạnh kể của góc B, cạnh AC được gọi là cạnh đối 


của góc B. 


Ta cũng đã biết : Hai tam giác vuông đồng dạng với nhau khi và chỉ khi 


chúng có cùng số đo của một góc nhọn, hoặc các tỉ số giữa cạnh đối và 


cạnh kề của một góc nhọn trong mỗi tam giác đó là như nhau (h.13). Như 


vậy, tỈ số giữa cạnh đối và cạnh kề của một góc nhọn trong tam giác 


vuông đặc trưng cho độ lớn của góc nhọn đó. 


THình L3 


l?| Xót tam giác ABC vuông tại A có B= œ. Chứng mình rằng 


,. ÁC 
a)œ=45 © —=Il;, 
AB 
AC 
b)œ= 60°© —=3. 
) nG 
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Ngoài tỉ số giữa cạnh đối và cạnh kề, ta cồn xét các tỉ số giữa cạnh kể và 
cạnh đối, cạnh đối và cạnh huyền, cạnh kề và cạnh huyền của một góc 
nhọn trong tam giác vuông. Các tỉ số này chỉ thay đổi khi độ lớn của góc 
nhọn đang xét thay đổi và ta gọi chúng là các £ số lượng giác của góc 
nhọn đó. 

b) Định nghĩa 

Cho góc nhọn œ. Vẽ một tam giác vuông 

có một góc nhọn œ (ta có thể vẽ như sau : 

Vẽ góc ơ, từ một điểm bất kì trên một 

cạnh của góc œ kể đường vuông góc với 

cạnh kia (h.14)), xác định cạnh đối và 

cạnh kề của góc ơ. Khi đó : Hình 14 


Tỉ số giữa cạnh đối và cạnh huyền được gọi là sỉn của góc œ, kí hiệu 
Sinœ. 

TÌ số giữa cạnh kê và cạnh huyền được gọi là eôsin của góc œ, kí hiệu 
€O§ 0. 

TỶ số giữa cạnh đổi và cạnh kê được gọi là tang của góc œ, kí hiệu 
tgơœ (hay tan Œ). 

Tỉ số giữa cạnh kề và cạnh đối được gọi là côtang của góc œ, kí hiệu 
cotg œ (hay cot Œ.). 


Như vậy 


cạnh đối cạnh kể 


cạnh huyền ` cạnh huyền ` bờ XI 
Ẫ 


sinơ = 


CẢ 


cạnh đối cạnh kề 
— — cạnh huyền 
cạnh kề cạnh đối 


Nhận xét. Từ định nghĩa trên, dễ thấy các tỉ số lượng giác của một góc 
nhọn luôn luôn dương. Hơn nữa, ta có 


sinœ < l,ceosœ < ]. 


|22] Cho tam giác ABC vuông tại A có ê= B. Hấy viết các tỉ số lượng giác 
của góc . 
Ví dụ T. (h.15). Ta có 


"`... ...1.,....: Ò 

sin45" = sinB= TẾT Pa ' 

AB V5, 
2 


cos45°= cosB=——= 


BC : ⁄^ 
- AC B aV2 ễ 
tg45”= tgB= ==l; 
s BP— AB Hình 15 
s_ AB 
45 s= B=—=-i!i 
cotg s = cotg ^C 
Ví dụ 2. (h.16). Ta có 
aal3 _ v3 
60° =sinB=——= =——: 

sin sin 2a PS . 

B1 & 
cos60” =cosB==——-=~— ; Sở 

C2 

 _,AŒ@ 
tgó0° =tgồ= —= 3 ; A8 a ¡ 
B B ^AD 3 Ề Ñ 
2_ AB _— M3, Hình l6 
° 

cotg 60” = cotg B = ENGIAM-T 


s Như vậy, cho góc nhọn œ, ta tính được các tỈ số lượng giác của nó. 
Ngược lại, cho một trong các tỉ số lượng giác của góc nhọn ơœ, ta có thể 
chíng được góc đố VỊ 


Ví dụ 3. Dựng góc nhọn œ, biết tg œ = 3 B — 


Giải. (h.l7) Dựng góc vuông xOy. Lấy một 
đoạn thẳng làm đơn vị. Trên tia Ox, lấy điểm A 


3 
sao cho OA = 2; trên tia Oy, lấy điểm B sao cho 
OB =3. Góc OBA bằng góc œ cần dựng. Thật vậy, 
=_. OA 2 
a có † = =—--—. le 2 x 
ta có tgœ = tø OBA OB 3 A 
Hình 17 
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Ví dụ 4. Hình I8 mình hoạ cách dựng góc 
nhọn 8, khi biết sin Ð = 0,5. 


Hãy nêu cách dựng góc nhọn Ð theo hình 18 
và chứng mình cách dựng đó là đúng. 


>Chú ý. Nếu hai góc nhọn œ và B có 
sinŒ = sin B (hoặc cos œ = cos |, hoặc tg œ = tg j, 


hoặc cotg œ = cotg) thì œ = Ð vì chúng là 


hai góc tương ứng của hai tam giác vuông #mh 18 

đồng dạng. 

TỈ số lượng giác của hai góc phụ nhau 

Cho hình 19. Hãy cho biết tổng số đo A 

của góc œ và góc . Lập các tỉ số © 

lượng giác của góc œ và góc B. Trong 

các tỉ số này, hãy cho biết các cặp tỉ 

số bằng nhau. Á ¬ 

Từ các cặp tỉ số bằng nhau đó, ta rút ra b TẾT) ẹ 
: ình 


Sin œ = eos , eos œ = sin B, 
tg œ = cotg Ö, cotg œ = tg[Ö. 


Vì hai góc phụ nhau bao giờ cũng bằng hai góc nhọn của một tam giác 
vuông nào đó, nên ta có định lí sau đây về quan hệ giữa các tỉ số lượng 
giác của hai góc phụ nhau. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu hai góc phụ nhau thì sỉn góc này bằng côsin góc kia, tang góc 
này bằng côtang góc kia. 


Ví dụ 5. Theo ví dụ l, ta có 


kẽ 


3 


sin45° = cos45” = ¡tg45” = cotg45” = 1. 


Ví dụ 6. Ta có các góc 30” và 60° là hai góc phụ nhau. Do đó, theo ví dụ 2 


và theo quan hệ giữa các tỉ số lượng giác của hai góc phụ nhau, ta có 
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sin 30 = cos60 = N cos 30” = sin60° = —;: 


tg 30” = cotg60” = —; cotg 30° =tg60° = 2/3. 


Qua ví dụ 5 và ví dụ 6, ta rút ra bảng tỈ số lượng giác của các góc đặc biệt 
như sau : 


= 301 459 609 
Tỉ số lượng giác 
: I 42 3 
sinœ = Khen = 
2 2 ) 
⁄3 ⁄2 Ị 
C0S œ —? —— - 
2 2 2 
tgœ M3 | vã 
3 
3 
cotg 0 X3 l NI 
3 
Ví dụ 7. Trong hình 20, cạnh y được 
tính như sau : 
47 
8 o_ Y 
Ta có cos30” = —› 
H mm 
l „17 y 
do đó y = l7eos30” = b 14,1. Hình 20 


> Chú ý. Từ nay khi viết các tỉ số lượng giác của một góc nhọn trong 
tam giác, ta bỏ kí hiệu "^" đi. Chẳng hạn, viết sinA thay cho sìn A.„... 


T5 


10. 


II. 


12. 
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€ó thể em chưa biết 


Bất ngò về cð giấy A4 
(21cm x 29,7cm) 


e Tỉ số giữa chiều dài và chiều rộng của tờ giấy A4 xấp xỉ bằng ⁄. 


e Giả sử tờ giấy A4 được minh hoạ trên các hình 21 và 22. 

Nếu gấp tờ giấy theo các đường thẳng AC và Bï (I là trung điểm của CD) thì ta sẽ 
có một góc hầu như vuông ! (h.21). 

Nếu gấp tờ giấy theo đường phân giác BM của góc ABC, sau đó gấp tiếp theo 
đường phân giác BN của góc ABM thì điểm M sẽ trùng với điểm A ! (h.22) 


D 


° B 
Hình 21 Hình 22 
Bằng hiểu biết của mình, em có thể giải thích được các điều lí thú này đấy. 


Bòi tập 

Vẽ một tam giác vuông có một góc nhọn 34” rồi viết các tỈ số lượng giác 
của góc 34”. 
Cho tam giác ABC vuông tại C, trong đó AC = 0,9m, BC = 1,2m. Tính các tỉ 
số lượng giác của góc B, từ đó suy ra các tỉ số lượng giác của góc A. 
Hãy viết các tỉ số lượng giác sau thành tỉ số lượng giác của các góc nhỏ 
hơn 45” : 

sin60°, cos 75°, sin52”30', cotg 82°, tg 807. 


14. 


16. 


1. 


Luyện Tập 


Dựng góc nhọn œ, biết : 


a) sinœ = — ; 


b) cosœ = 0,6 ; 


C)ig0==—;: 
c) tg DI 


Sử dụng định nghĩa các tỈ số lượng giác của một góc nhọn để chứng minh 


rằng : Với góc nhọn ơ tuỳ ý, ta có 


SinœŒ COS Œ 
Ũ cotg œ = 


a) tgœ = n 
COS Œ sinœ 
b) sin œ + cos”œ = Ì. 


Gợi ý. Sữ dụng định lí Py-ta-go. 


tg œ.cotg œ = Ì ; 


Cho tam giác ABC vuông tại A. Biết cos B = 0,8, hãy tính các tỉ số lượng 


giác của góc C. 
Gợi ý. Sử dụng bài tập 14. 


Cho tam giác vuông có một góc 60 và cạnh 


huyển có độ dài là 8. Hãy tìm độ dài của 


cạnh đối diện với góc 60. 
“Tìm x trong hình 23. 


Hình 23 


§3. Bảng lượng giác 


Dùng bảng lượng giác ta có thể nhanh chóng tìm được giá trị các tỉ 
số lượng giác của một góc nhọn cho trước và ngược lại, tìn được 


số đo của một góc nhọn khi biết giá trị tỈ số lượng giác của góc đó. 


Trong bài này, ta giới thiệu cấu tạo và cách dùng bảng lượng giác của 


V.M. Bra-đi-xơ. 


Cấu tạo của bảng lượng giác 


Bảng lượng giấc bao gồm bảng VII, bảng IX và bảng X của cuốn "Bảng số 
với 4 chữ số thập phân", Nhà xuất bản Giáo dục, tác giả V.M. Bra-đi-xơ. 


Tỉ 
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Người ta lập bảng dựa trên tính chất sau đây của các tỈ số lượng giác : 
Nếu hai góc nhọn œ và Ð phụ nhau (œ + B = 90) thì sinœ = cosB, 
cos Œ = sin , fg œ = cotg [3, eotg œ = tgB 
e Bảng VIII dùng để tìm giá trị sin và côsin của các góc nhọn đồng thời 
cũng dùng để tìm góc nhọn khi biết sin hoặc eôsin của nó. Bảng VIII có 
cấu tạo như sau : Bằng được chia thành 16 cột và các hàng, trong đó : 

Cột 1 và cột 13 ghi các số nguyên độ. Kể từ trên xuống dưới, cột 1 ghi số 
độ tăng dần từ 0” đến 907, cột 13 ghi số độ giảm dần từ 90” đến 0°. 

Từ cột 2 đến cột 12, hàng 1 và hàng cuối ghi các số phút là bội của 6 từ 0' 
đến 60' (kể từ trái sang phải, hàng 1 ghi theo chiều tăng, hàng cuối ghi 
theo chiều giảm) ; các hàng giữa ghi giá trị sin, côsin của các góc 
tương ứng. 


Ba cột cuối ghi các giá trị dùng để hiệu chính đối với các góc sai khác l', 
Đi nH 

© Bảng IX dùng để tìm giá trị tang của các góc từ 0° đến 76” và côtang 
của các góc từ 14” đến 90” và ngược lại, dùng để tìm góc nhọn khi biết 
tang hoặc côtang của nó. Bảng IX có cấu tạo tương tự như bảng VỊH. 

e Bảng X dùng để tìm giá trị tang của các góc từ 76” đến 89°59' và côtang 
của các góc từ I' đến 14” và ngược lại, dùng để tìm góc nhọn khi biết 
tang hoặc côtang của nó. Bảng X không có phần hiệu chính. 

Nhận xét. Quan sát các bảng nói trên ta thấy : Khi góc œ tăng từ 0° đến 
909 (0° < œ < 90”) thì sinœ và tg œ tăng còn cos œ và cotg ơ giảm. 


Nhận xét này là cơ sở cho việc sử dụng phần hiệu chính của Bảng VIII và 
Bảng IX. 


Cách dùng bảng 

a) Tìm tỉ số lượng giác của một góc nhọn cho trước 

Khi tìm tỉ số lượng giác của một góc nhọn bằng bảng VIII và bảng IX, 
ta thực hiện theo các bước sau : 

Bưóc I. Tra số độ ở cột 1 đối với sin và tang (cột 13 đối với côsin và 
côtang). 


Bước 2. Tra số phút ở hàng 1 đối với sin và tang (hàng cuối đối với côsin 
Và côtang). 


Bước 3. Lấy giá trị tại giao của hàng ghi số độ và cột ghi số phút. 


Trong trường hợp số phút không là bội của 6 thì lấy cột phút gần nhất với 
số phút phải xét, số phút chênh lệch còn lại xem ở phần hiệu chính. 


Ví dụ 1. Tìm sin46°12!. 

Tra Bảng VIII : Số độ tra ở cột l, số 
phút tra ở hàng l. Lấy giá trị tại giao 
của hàng ghi 46” và cột ghỉ 12! 
làm phần thập phân (mẫu I). Vậy 
sin 46°12' 0,7218. 

Ví dụ 2. Tìm cos 33°14'. 

Tra Bảng VI : Số độ tra ở cột 13, số 
phút tra ở hàng cuối. Tại giao của 


hàng ghi 33” và cột ghi số phút gần 


nhất với 14' - đó là cột ghi 12', ta thấy 8368. Vậy cos33°12' z 0,8368. 


(mẫu 2). 


Mẫu 1 


Ta có 

cos 33”14' = eos(33°12! + 2). 
Theo nhận xết ở phần I1, 
cos33”14' < cos33”12, nên 
giá trị của cos33°14' được 
suy ra từ giá trị eos33”12! 
bằng cách trừ đi phần hiệu 
chính tương ứng (đối với 


Mẫu 2 


sin thì cộng thêm). Tại giao của hàng ghi 33” và cột ghi 2' (ở phần hiệu 


chính), ta thấy số 3. Ta dùng số 3 này để 


0,8368 như sau : 


hiệu chính chữ số cuối ở số 


TANG 
cos 33°14'2 0,8368 — 0,0003 FIRNIRET 1ãÏ 
50g56) 50° |1,1918 ị 
I 
: TT ng Ũ h 
Ví dụ 3. Tìm tg52 18'. sỊ° NP 
"Tra bảng IX : Số độ tra ở cột l, 52” <‡~--==~er== 2938 
số phút tra ở hàng 1. Lấy s4 
giá trị tại giao của hàng s4 
Mẫu 3 
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ghi 52” và cột ghi I§' làm phần thập phân. Phần nguyên được lấy theo 
phần nguyên của giá trị gần nhất đã cho trong bằng (mẫu 3). Vậy 


tg52°18' » 1/2038, 
Sử dụng bảng, tìm cotg 41924'. 


Ví dụ 4. Tìm cotg 8°32'. 


° 
a 


= 


Sử dụng bảng X, cột cuối, hàng cuối. 
Lấy giá trị tại giao của hàng ghi 8°30' 
với cột ghi 2' (mẫu 4). Vậy 


ko |—~~~- 


cotg 8”32' x 6,665. CÔTANG 
Mẫu 4 
Sử dụng bảng, tìm tg 82°13'. 


> Chú ý 

1) Khi sử dụng Bảng VIH hay Bảng IX, đối với những góc có số phút khác 
bội của 6, ta dùng phần hiệu chính theo nguyên tắc : 

— Đối với sin và tang, góc lớn hơn (hoặc nhỏ hơn) thì cộng thêm (hoặc 
trừ đi) phân hiệu chính trong ứng. 


— Đối với côsin và côtang thì ngược lại, góc lớn hơn (hoặc nhỏ hơn) thì 
trừ đi (hoặc cộng thêm) phần hiệu chính tương ứng (xem ví dụ 2). 


2) Có thể chuyển từ việc tìm eosœ sang tìm sin(90”— œ) và tìm cotgœ 
Sang tìm tg(902 — 0). 
b) Tìm số đo của góc nhọn khi biết một tỉ số lượng giác của góc đó 


Ví dụ 5. Tìm góc nhọn œ (làm tròn 


SIN 
đến phút), biết sin œ = 0,7837. Ã = 36! 
Tra Bảng VIIH : Tìm số 7837 ở trong l r\ 
\ 
bảng, dóng sang cột Í và hàng Í, ta ' 


thấy 7837 nàm ở giao của hàng 


ghi 51” và cột ghi 36' (mẫu 5). Vậy 
œ 51°36'. 


Mẫu 5 


|?3 | Sử dụng bảng tìm góc nhọn œ, biết cotg œ = 3.006. 


> Chú ý. Khi biết tỉ số lượng giác của một góc nhọn, nói chung, ta tìm 


được góc nhọn sai khác không đến 6'. Tuy nhiên, thông thường trong tính 
toán ta làm tròn đến độ. 


Ví dụ 6. Tìm góc nhọn œ (làm ải 

tròn đến độ), biết sin œ = 0,4470. A sẻ 30' | 36' th 
Tra bảng VIII, ta không tìm , H + 

thấy số 4470 ở trong bằng. Tuy : h h 

nhiên, ta tìm thấy hai số gần với ` ụ ụ 

4470 nhất, đó là 4462 và 4478 4462 | 4478 
(mẫu 6). Ta có ỳ 

0.4462 < 0.4470 < 0.4478 hay : 

sin 26°30'< sinœ < sin 26°36'. 


Theo nhận xét ở mục l thì Mẫu 6 
26°30'< œ < 26°36'. Từ đó suy ra œ # 27. 
|| Tìm góc nhọn œ (làm tròn đến độ), biết cosœ = 0.5547. 


Đài đọc thêm —-raa=ễ-ơơờZợ-ợợWWờŒỚƠYw. 


TÌM TỈ SỐ LƯỢNG GIÁC VÀ GÓC 
BẰNG MÁY TÍNH BỎ TÚI CASIO ƒy-220 


Ngoài chức năng thực hiện bốn phép toán 
cộng, trừ, nhân, chia với số thập phân, máy 
tính CASIO ƒš-220 (h. 24) còn có nhiều chức 
năng khác, trong đó có chức năng tính các tỉ 
số lượng giác của góc nhọn và tính số đo của 
góc nhọn khi biết một tỈ số lượng giác của nó. 
Trong chương trình THCS, ta chỉ học số đo 
góc là độ, phút, giây nên sau khi bật máy 
(nhấn phím hay [ON]|› ta chọn kiểu 
độ (Mode degree) bằng cách nhấn liên tiếp 
hai phím MODR| 4|. Khi đó, ở phía trên 
của màn hình xuất hiện chữ DEG. 


Hình 24 
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lên tiếp ba phím |MODE 
xuất hiện chữ FIX. 


FIX, ta mới bắt đầu tính toán. 


Để nhập độ, phút, giây, ta dùng phím 


Để hiển thị độ, phút, giây, ta dùng hai phím 
Ví dụ 1. Để hiển thị 14”21', ta nhấn lần lượt 


II H m1 


Trong các ví dụ sau đây, chỉ khi trên màn hì 


Khi tính toán, ta thường lấy kết quả với 4 chữ số thập phân nên ta nhấn 


. Khi đó, ở phía trên của màn hình 


ình xuất hiện chữ DEG và chữ 


SHEFT|, ||. 
các phím 


smrT| [c]. 


Khi đó trên màn hình sẽ hiện ra 14 210. 
chỉ cần nạp vào máy mà không cần hiển thị, 


Đó là kí hiệu của 14'21'. Khi 
ta bỏ đi hai phím cuối cùng. 


a) Tìm tỉ số lượng giác của một góc nhọn cho trước 


Ta sử dụng các phím |sin|, |eos|, |tan|. 


Ví dự 2. Tìm cos25°13'. 


Nhấn lần lượt các phím 


Khi đó trên màn hình hiện số 0.9047, nghĩa 
Ví dụ 3. Tính cotg 56°25'. 


1 


Ta đã biết cotg 5625 = ————— 
tợ 56925" 


nhấn các phím 


E“ih BỊ †eỊ 


là cos 25” I3' ø 0,907. 


„ nên để tìm cotg56”2%' ta lần lượt 


BỊ lị rỊ BỊ BỊ Ehl laa| BaeT| || 


Khi đó trên màn hình hiện số 0.6640, nghĩa 


là cotg 56°25' z 0,6640. 


b) Tìm số đo của góc nhọn khi biết tỉ số lượng giác của góc đó 


Nhấn liên tiếp các phím 

SHIET kia] để tìm œ khi biết sin œ ; 
|sHrT] 
SHIFT mi để tìm œ khi biết tg.œ. 


để tìm ơ khi biết cosơ ; 


18. 


Ví dụ 4. Tìm góc nhọn x, biết sin x = 0,2836. 
Nhấn lần lượt các phím 


BỊ [Í ĐH El BỊ Bị Ba lá | mr[ |<], 


Khi đó trên màn hình xuất hiện 6` 28” 30.66 nghĩa là 16°2830,66". 


Làm tròn đến phút, ta lấy x  16°29', 
Làm tròn đến độ. ta lấy x ø 1Ó”. 
2 Chú ý 


1) Nếu phải tìm góc nhọn x khi biết cotgx, ta có thể chuyển thành bài 
1 


cotgx : 


toán tìm góc nhọn x khi biết tg x vì tgx = 


Ví dụ 5. Tìm góc nhọn x (làm tròn đến phút), biết rằng cotg x = 2,675. 


Nhấn lần lượt các phím 


El LH lj LI BỊ Isgn Ju:[ Isirrj |sHrrT| [-|. 


Khi đó trên màn hình xuất hiện 20” 29' 50.43 nghĩa là 20”29'50,13", 


Lầm tròn đến phút, ta lấy x  20°30 


2) Sau khi tìm xong một tỉ số lượng giác hoặc một góc, ta nhấn phím 


IAC| để chuyển sang phép tính khác. 


3) Nếu không phải tính toán nữa, ta nhấn phím |OEE| để tắt máy. 


4) Ta có thể dùng các máy tính khác có các chức năng tương tự nhự máy 
CASIO ƒ-220, chẳng hạn máy tính SIARDP PL-500M,... 


Bòi tập 
Dùng bảng lượng giác hoặc máy tính bỏ túi để tìm các tỉ số lượng giác 
sau (làm tròn đến chữ số thập phân thứ tư) : 

a) sin40012' ; b) cos 52°54'; 

©) tg63”36' ; đ) cotg 25°18'. 
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Dùng bảng lượng giác hoặc máy tính bỏ túi để tìm số đo của góc nhọn x 
(làm tròn đến phút), biết rằng : 

a) sinx = 0.2368 ; b) cosx = 0/6224; 

©)tgx =2,154; đ) cotgx = 3,251. 


Luyện Tập 


Dùng bảng lượng giác (có sử dụng phần hiệu chính) hoạc máy tính 
bỏ túi, hãy tìm các tỈ số lượng, giác sau (làm tròn đến chữ số thập phân 
thứ tư) : 

a) sin 7013' ; b) cos 25°32' ; e)tg43°10'; đ) cotg32°15'. 
Dùng bảng lượng giác hoặc máy tính bỏ túi để tìm góc nhọn x (làm tròn 
kết quả đến độ), biết rằng : 

a) sinx = 0,3495 ; b) cosx=0,5427; c)tgx=l,5142; d) cotgx= 3,163. 


So sánh 
a) sin 20` và sin70” ; b) cos 25° và cos 63°15'; 
e) tg 7320! và tg45” ; đ) cotg 2” và cotg 37401. 
Tính 

sin 255 D Ù 
a) ——— : b)tg58 - cotg32. 

cos 65° 


Sắp xếp các tỈ số lượng giác sau theo thứ tự tăng dần : 
a) sin78°, cosl4°, sin4?°, cos§??; 


b)tg73”, cotg25”, tg62”, cotg38”, 


So sánh 
a) tp25° và sin25? ; b) cotg 32 và cos 32? ; 
e) tg45” và cos 45” ; đ) cotg 60” và sin 30”, 


§4. Một số hệ thức về cạnh và góc 
trong tam giớc vuông 


Một chiếc thang dài 3m. Cần đặt 
chân thang cách chân tường một 
khoảng bằng bao nhiêu để nó tạo 
được với mặt đất một góc "an toàn" 


6B° (tức là đảm bảo thang không 
bị đổ khi sử dụng) ? 


1. Các hệ thức 


Cho tam giác ABC vuông tại A, ^ 
cạnh huyền a và các cạnh góc D 
vuông b, e (h.25). e 
m Viết các tỉ số lượng giác của góc g 
B và góc C. Từ đó hãy tính mổi - ° 
đình 25 


cạnh góc vuông theo : 
a) Cạnh huyền và các tỉ số lượng giác của góc B và góc C; 

b) Cạnh góc vuông còn lại và các tỶ số lượng giác của góc B và góc C. 
'Từ các kết quả trên, ta có định lí sau đây. 
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ĐỊNH LÍ 


Trong tam giác vuông, mỗi cạnh góc vuông bằng : 
a) Cạnh huyền nhân với sin góc đối hoặc nhân với côsin góc kề ; 


b) Cạnh góc vuông kia nhân vói tang góc đối hoặc nhân với côtang 
góc kề. 


Như vậy, trong tam giác ABC vuông tại A (h.25), ta có các hệ thức 
b=asinB=a.cosC; b= c.tgB = c.cotgC ; 
e=asinC= a.cosB ; e =b.tgC = b.cotgB. 

Ví dụ 1. Một chiếc máy bay bay lên với vận tốc 500 km/h. Đường bay lên 


tạo với phương nằm ngang một góc 30” (h. 26). Hỏi sau 1,2 phút máy bay 
lên cao được bao nhiêu kilômét theo phương thẳng đứng 2 


Giải. Giả sử trong hình 26, AB là đoạn đường máy bay bay lên trong 
1/2 phút thì BH chính là độ cao máy bay đạt được sau 1,2 phút đó. 


l 500 
ì Ít= — giờ nê == B 
Vì 1⁄2 phút 30 giờ nên AB sp 10 (km). 


Do đó “ 
BH = ABsinA Z 


10.sin 30° E2 LÌ 


1 
=10 s= 5 (km). Hình 26 


Vậy sau l,2 phút máy bay lên cao được 5km. 
Ví dụ 2. Với bài toán đặt ra trong khung ở đầu §4, chân chiếc thang cần 
phải đặt cách chân tường một khoảng là 


3.cos 65” 1,27 (m). 
Áp dụng giải tam giác vuông 


Trong một tam giác vuông, nếu cho biết trước hai cạnh hoặc một cạnh và 
một góc nhọn thì ta sẽ tìm được tất cả các cạnh và góc còn lại của nó. 


Bài toán đặt ra như thế gọi là bài toán "Giải tam giác vuông”. 


Lưu ý rằng, trong kết quả của các ví dụ và các bài tập dưới đây, nếu 
không nói gì thêm thì ta làm tròn đến độ (với số đo góc) và đến chữ số 
thập phân thứ ba (với số đo độ dài). 


Ví dụ 3. Cho tam giác vuông ABC với các cạnh góc 


vuông AB = 5, AC = 8 (H27). Hãy giải tam giác Ñ 
vuông ABC, 
Giới. Theo định lí Py-ta-go, ta có 
BC = JAB? + AC? = V52 +82 x 9/434. 
Mặt khác 
LI ^` 
tgC= =5 = 0,625 A B 
Hình 27 


Tra bảng hay dùng máy tính bỏ túi, ta tìm được 
329, do đó B # 00°— 329 = 589, 


P 
Trong ví dụ 3, hãy tính cạnh BC mà không áp dụng 
định lí Py-ta-go. 
Ví dụ 4. Cho tam giác OPQ vuông tại O có 7 
P=36°, PQ = 7 (h.28). Hãy giải tam giác vuông, 
OPQ. 

0 


Giải. Ta có Q = 90°— P = 909-~ 36) = 549, 
Theo các hệ thức giữa cạnh và góc trong tam giác Hình 28 
vuông, ta có 


OP - PQsin Q - 7.sin54° x 5,663 ; 
OQ =PQ.sinP = 7.sin36” s 4,114. 


N 
Trong ví dụ 4, hãy tính các cạnh OP, OQ qua côsin 
của các góc Pvà Q. 
Ví dụ 5. Cho tam giác LMN vuông tại L có 
M=5I°, LM = 28 (h29). Hãy giải tam giác vuông h 


L 28 M 
LNM. 
Hình 29 
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Giải. Ta có 
N=90°~M =90°- 5 = 39”, 

Theo các hệ thức giữa cạnh và góc trong tam giác vuông, ta có 
LN =LM.tg£M =2,8tg51° 3,458 ; 


LM 28 


TA cos 519 ï 0,6293 


“4.449. 


Nhận xét. Cũng như trong ví dụ 3, ở đây ta có thể tính MN bằng cách áp 
dụng định lí Py-ta-go. Tuy nhiên khi đó, trong việc sử dụng bảng số và 
máy tính, ta sẽ gặp các thao tấc phức tạp hơn. Do đó, khi giải tam giác 
vuông, trong nhiều trường hợp, nếu đã biết hai cạnh ta nên tìm một góc 
nhọn trước ; sau đó dùng các hệ thức giữa cạnh và góc để tính cạnh thứ ba. 
Cách này có thể giúp cho việc thực hiện các phép toán bằng bảng số và máy 
tính đơn giản hơn. 


Bòi tập 
Các tỉa nắng mặt trời tạo 
với mặt đất một góc xấp xỉ 
bằng 34” và bóng của một 
thấp trên mặt đất dài 86m 
(h.30). Tính chiêu cao của 
thấp (làm tròn đến mét). 
Giải tam giác ABC vuông 
tại A, biết rằng 
a)b=10em, C=30° ; 
b) c = 10cm, Š=4s° h 
c)a= 20cm, B=35° b 
d)e=2lem, b= I8em. 


Hình 30 


2. 


31. 


Luyện Tập 


Một cột đèn cao 7m có bóng trên mặt đất dài 4m. Hãy tính góc (làm tròn 
đến phút) mà tia sáng mặt trời tạo với mặt đất (góc œ trong hình 31). 


Hình 31 Hình 32 
Một khúc sông rộng khoảng 250m. Một chiếc đò chèo qua sông bị dòng, 
nước đẩy xiên nên phải chèo khoảng 320m mới sang được bờ bên kia. 
Hỏi dòng nước đã đẩy chiếc đò lệch đi một góc bằng bao nhiêu độ ? (góc 
œ trong hình 32). 
Cho tam giác ABC, trong đó BC = Ilem, ABC = 38°, ACB = 30°. Gọi 
điểm N là chân của đường vuông góc kẻ từ A đến cạnh BC. Hãy tính : 
a) Đoạn thẳng AN ; A 
b) Cạnh AC. 
Gợi ý. Kẻ BK vuông góc với AC. 
Trong hình 33, AC = 8em, AD =9,6em, 
ABC =90°, ACB = 54° và ACD = 74”. 
Hãy tính : 
a) AB; 
b) ADC. 
Một con thuyền với vận tốc 2km/h vượt 
qua một khúc sông nước chảy mạnh mất 5 phút. Biết rằng đường đi của 


Hình 33 


con thuyền tạo với bờ một góc 70”. Từ đó đã có thể tính được chiều rộng 
của khúc sông chưa ? Nếu có thể hãy tính kết quả (làm tròn đến mét). 
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§5. Ứng dụng thực tế các tỉ số lượng giác 
của góc nhọn. Thực hành ngoàòi trời 


Nhờ tỈ số lượng giác của góc nhọn, có thể tính được chiều cao 
của tháp và khoảng cách giữa hai điểm mà ta không thể đo 


trực tiếp được. 


Xác định chiều cao 

a) Nhiệm vụ 

Xác định chiều cao của một tháp 
mà không cần lên đỉnh của tháp. 
b) Chuẩn bị 

Giác kế, thước cuộn, máy tính bỏ 
túi (hoặc bảng lượng giác). 

e) Hướng dẫn thực hiện (h.34) 

Đặt giác kế thẳng đứng cách 
chân tháp một khoảng a (CD = a), 
giả sử chiều cao của giác kế là b ầ >D 
(OC = b). 


: Hình 34 
Quay thanh giác kế sao cho khi 


ngắm theo thanh này ta nhìn thấy đỉnh A của tháp. Đọc trên giác kế số đo 
œ của góc AOB. 

Dùng bảng lượng giác hoặc máy tính bỏ túi để tính tgơ. Tính tổng b + a.tgœ và 
báo kết quả. 

Chứng tỏ rằng, kết quả tính được ở trên chính là chiêu cao AD của tháp. 
Xác định khoảng cách 

a) Nhiệm vụ 

Xác định chiều rộng của một khúc sông mà việc đo đạc chỉ tiến hành tại một 
bờ sông. 

b) Chuẩn bị 


Ê-ke đạc, giác kế, thước cuộn, máy tính bỏ túi hoặc bảng lượng giác. 


” 


e) Hướng dẫn thực hiện (h.35) 
Ta coi hai bờ sông song song 
với nhau. 

Chọn một điểm B phía bên kia 
sông. Lấy một điểm A bên 
này sông sao cho AB vuông 
góc với các bờ sông. 

Dùng ê-ke đạc kẻ đường thẳng 
Ax phía bên này sông sao cho 
Ax LAB. 

Lấy điểm Ctrên Ax, giả sử AC =a. Hình 35 
Dùng giác kế đo góc ACB, giả sử ACB = ơi. 

Dùng máy tính bỏ túi hoặc bảng lượng giác để tính tgơ. 
Tính tích a.tg.œ và báo kết quả. 


Vì sao kết quả trên lại là chiều rộng AB của khúc sông ? 


Ôn tập chương I 
Côu hỏi 

Cho hình 36. Hãy viết hệ thức giữa : 
a) Cạnh huyền, cạnh gốc vuông và hình 
chiếu của nó trên cạnh huyền ; 
b) Các cạnh góc vuông p, r và đường cao h ; 
e) Đường cao h và hình chiếu của các cạnh 
góc vuông trên cạnh huyền p', r'. 
Cho hình 37. 
a) Hãy viết công thức tính các tỉ số lượng 
giác của góc œ. 
b) Hãy viết hệ thức giữa các tỉ số lượng giác 
của góc œ và các tỉ số lượng giác của góc Ð. 
Xem hình 37. 
a) Hãy viết công thức tính các cạnh góc vuông 
b và c theo cạnh huyền a và tỉ số lượng giác 
của các góc œ, B ; 


Hình 37 
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b) Hãy viết công thức tính mỗi cạnh góc vuông theo cạnh góc vuông kia và 
tỉ số lượng giác của các góc œ, B. 


Để giải một tam giác vuông, cần biết ít nhất mấy góc và cạnh ? Có lưu ý 
gì về số cạnh ? 

Tóm †ắt cóc kiến †húc cần nhớ 
1. Các hệ thức về cạnh và đường cao trong tam giác vuông 


Cho tam giác ABC vuông tại A (h.38). 
Khi đó, ta có 


I)bỶ =ab'; & =ac'; 


2)h” =btc; 
3) ha =bc ; 

I 1 
dị 


h b e 
2. Định nghĩa các tỉ số lượng giác của 
góc nhọn (h.39) 


R cạnh đối cạnh kể 
sindœ=——————: cosơ=————— : 
cạnh huyền cạnh huyền 
_ cạnh đối „ . cạnh kề 
— cạnh kê ` LUai cạnh đối 


Hình 39 


3. Một số tính chất của các tỉ số lượng giác 


e Cho hai góc œ và B phụ nhau. Khi đó 

sin œ = eos  ; tgœ = cotg B ; 

c0SŒ = SỉnB ; cotgGŒ = tp. B 
e Cho góc nhọn œ. Ta có 


0<sinœ< 1;0< cosơ < Í; sin œ + cos”œ = l ; 


sinœ cos0, 
¡ C0fg % = — 
C€OSŒ sinœ 


4. Các hệ thức về cạnh và góc trong tam giác vuông 


tgœ= ¡tg0.cotg œ = Ì. 


Cho tam giác ABC vuông tại A (h.40). Khi đó 


b=asinB; e= asinC; Hình 40 


t 


t2) 


b=acosC; c=acosB; 


b=ctgB; c=btgC; 
b=ccotgC; c =bcotgB. 
Bèi lập 
Chọn kết quả đúng trong các kết quả 
dưới đây : 
a) Trong hình 41, sin œ bằng, ã ð 
5 5 
gỉ BH S-ƒ 
(A) 3 ®) 4 
3 3 
(Œ) =; (DĐ) 7: 3 
` 4 Hình 41 
R lH 
b) Trong hình 42, sinQ bằng, 
S 
PR PR 
ÔNG là 
PS SR 
(@ 8: (Ð) ` R Q 
Hình 42 
e) Trong hình 43, eos 30” bằng 
2 
A) Ti @ ị : ` 
*. vã) 
h ¬ 
43 2 yaa 
Hắn () 23s. Hình 43 
a) Trong hình 44, hệ thức nào trong các 
hệ thức sau là đúng ? # e 
(A) sinơ= D : (B) cotgŒ= lộ b 
C e 
b 
Hình 44 
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8š. 


46. 
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(C) tgœ= h ;— (D) eotgt= R 
b) Trong hình 45, hệ thức nào trong các hệ thức sau À 
không đúng 2 

(A) sin  œ + eos2œ = 1 ị 

(B) sinœ= cosB; 

(Œ_ cosB =sin(90°~ ơ) ; 


Sỉn œ 


(D) tgư= Hình 45 


TỈ số giữa hai cạnh góc vuông của một tam giác vuông bằng 19 ; 28. 
Tìm các góc của nó. 

Cho tam giác có một góc bằng 45”. Đường cao chia một cạnh kê với góc 
đó thành các phần 20em và 2lem. Tính cạnh lớn trong hai cạnh còn lại 
(lưu ý cố hai trường hợp hình 46 và hình 47). 


Hình 46 Hình 47 


Cho tam giác ABC có AB = 6em, AC = 4,5em, BC = 7,5em. 
a) Chứng minh tam giác ABC vuông tại A. Tính các góc B, C và đường 


cao AH của tam giác đó. 


b) Hỏi rằng điểm M mà diện tích tam giác MBC bằng diện tích tam giác 
ABC nằm trên đường nào ? 


38. Hai chiếc thuyền A và B ở vị trí được mỉnh hoạ như trong hình 48. Tính 
khoảng cách giữa chúng (làm tròn đến mét). 


Hình 48 Hình 49 


39. Tìm khoảng cách giữa hai cọc để căng dây vượt qua vực trong 
hình 49 (làm tròn đến mét). 


40. Tính chiều cao của cây trong hình 50 (làm tròn đến đề-xi-mét). 


30m 


Hình 50 


95 


4l. Tam giác ABC vuông tại C có AC = 2em, BC = 5em, BAC = x, ABC = y. 
Dùng các thông tin sau (nếu cần) để tìm x — y: 


4. 
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sin23”36' w 0,4; 


cos66°24' w 0,4 
tg21948' 0,4, 


Ở một cái thang dài 3m người ta ghi : 


"Để đấm bảo an toàn khi dùng 


thang, phải đặt thang này tạo với mật đất một góc có độ lớn từ 60” đến 
70”". Đo góc thì khó hơn đo độ dài. Vậy hãy cho biết : Khi dùng thang đó 
chân thang phải đặt cách tường khoảng bao nhiêu mét để đảm bảo an toàn 2 


Đế 


Hình $1 


Vào khoảng năm 200 trước 
Công nguyên, Ơ-ra-tô-xten, một 
nhà toán học và thiên văn học 
HiLạp, đã ước lượng được 
"chu vi" của Trái Đất (chu vi 
đường Xích Đạo) nhờ hai quan 
Sắt sau : 

1) Một ngày trong năm, ông ta 
để ý thấy Mật Trời chiếu thẳng 
các đáy giếng ở thành phố Xy-en 
(nay gọi là Át-xu-an), tức là tỉa 
sáng chiếu thẳng đứng. 

2) Cùng lúc đó ở thành phố 
A-lếch-xăng-đri-a cách Xy-en 
800km, một thấp cao 25m có 
bồng trên mặt đất dài 3,Im. 


Từ hai quan sắt trên, em hãy tính xấp xỉ "chu vi" của Trái Đất. 


(Trên hình 51, điểm S tượng trưng cho thành phố Xy-en, điểm A tượng 
trưng cho thành phố A-lếch-xăng-đri-a, bống của tháp trên mặt đất được 


coi là đoạn thắng AB.) 


Chương II - ĐƯỜNG TRÒN 


Mặt trống đông (Văn hoá Đông Sơn). 


§1. Sự xác định đường tròn. Tính chốt đối xứng 
của đường tròn 


Đặt mũi nhọn của compa ở vị trí 
nào thì vẽ được đường tròn đi qua 
ba điểm A, B, C không thẳng hàng ? Làu lu 


.> 


Trong chương này, ta chỉ xét các điểm nằm trên một 

mặt phẳng. 

Nhắc lại về đường tròn 

Ở lớp 6, ta đã biết : 

Đường tròn tâm O bán kính R (với R > 0) là hình gồm 

các điểm cách điểm O một khoảng bằng R (h.52). Hình 52 
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Đường tròn tâm O bán kính R được kí hiệu là (O ; R), ta cũng có thể kí 
hiệu là (O) khi không cần chú ý đến bán kính. 

Khi điểm M thuộc đường tròn (O), ta còn nói : Điểm M nằm trên đường 
tròn (O) hay đường tròn (O) đi qua điểm M. Điểm M nằm trên đường tròn 
(O ; R) khi và chỉ khi OM = R. 

Điểm M nằm bên trong (hay nằm trong, ở trong) đường tròn (O ; R) khi 
và chỉ kh OM<R 

Điểm M nằm bên ngoài (hay nằm ngoài, ở ngoài) đường tròn (O ; R) khi 


và chỉ khi OM > R. 

Trên hình 53, điểm H nằm bên ngoài đường tròn 

(O), điểm K nằm bên trong đường tròn (O). Hãy so " 

sánh OKH và OHK. 

Cách xác định đường tròn NH 
s Ta đã biết : Một đường tròn được xác định khi Hình 53 

biết tâm và bán kính của đường tròn đó, hoặc khi 


biết một đoạn thẳng là đường kính của đường tròn đó. 


Cho hai điểm A và B. 
a) Hãy về một đường tròn đi qua hai điểm đó. 
b) Có bao nhiêu đường tròn như vậy ? Tâm của chúng nằm trên đường nào ? 


Cho ba điển A, B, C không thẳng hàng. Hãy vẽ đường tròn đi qua ba 
điểm đó. 


khỏóng thẳng hàng, ta vẽ dược một và chỉ một dường tròn. 


> Chú ý. Không vẽ được đường tròn nào 
đi qua ba điểm thẳng hàng. 


Thật vậy, giả sử có đường tròn (O) đi qua 
ba điểm thẳng hàng A, B, C (h.54) thì tâm 


O là giao điểm của đường trung trực dị 


của AB (vì OA = OB) và đường trung trực Hình 54 


® 


* 


d; của BC (vì OB = OC). Do dị // dạ nên không tồn tại giao điểm của dị 


và dạ, mâu thuẫn. 


-«Ở lớp 7, ta đã biết : Đường tròn đi qua ba 
đỉnh A, B, C của tam giác ABC gọi là đường 
tròn ngoại tiếp tam giác ABC (h.55). Khi 
đó tam giác ABC gọi là /ưm giác nội tiếp 
đường tròn. 


Tâm đối xứng 

Cho đường tròn (O), A là một điển bất kì 
thưậc đường tròn. Vẽ A' đối vứng vái A qua 
điểm O (h.56). Chứng mình rằng điển A' 
cũng thuộc đường tròn (O©). 


g. Tâm của 
a đường tròn đó. 


Trục đối xứng 


Cho đường tròn (O), AB là một đường kính 
bất kì và C là một điển thuộc đường tròn. Vẽ 
€' đổi xứng với C qua AB(h.57). Chứng mình 
rằng điểm C' cũng thuộc đường tròn (O). 


Đường tròn là hình có trục đối xứng. Bất kì 
đường kính nào cũng là trục đối xứng của 
đường tròn. 


Bòi tập 


B ec 
Hình 55 
A Ar 
Hình 56 
A 


Hình 57 


Cho hình chữ nhật ABCD có AB = 12cm, BC = 5cm. Chứng mỉnh rằng 
bốn điểm A, B, C, D thuộc cùng một đường tròn. Tính bán kính của 


đường tròn đó. 
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(1) Nếu tam giác có ba góc 
nhọn 


Hãy nối mỗi ô ở cột trái với một ô ở cột phải để được khẳng định đúng : 


(4) thì tâm của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác đó nằm bên ngoài 
tam giác. 


(2) Nếu tam giác có góc vuông 


(5) thì tâm của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác đó nằm bên trong 
tam giác. 


(3) Nếu tam giác có góc tù 


(6) thì tâm của đường tròn ngoại 
tiếp tam giác đó là trung điểm 
của cạnh lớn nhất. 


Chứng minh các định lí sau : 


(7) thì tâm của đường tròn ngoại tiếp 
tam giác đó là trung điểm của 
cạnh nhỏ nhất. 


a) Tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông là trung điểm của cạnh huyền. 


b) Nếu một tam giác có một cạnh là đường kính của đường tròn ngoại 


tiếp thì tam giác đó là tam giác vuông. 
Trên mặt phẳng toạ độ Oxy, hãy xác định vị trí của mỗi điểm A(—I ; =1), 
B(—I ;—2), C(@/2: x/2) đối với đường tròn tâm O bán kính 2. 


Đố. Một tấm bìa hình tròn không còn dấu vết của tâm. Hãy tìm lại tâm 
của hình tròn đó. 


Luyện Tập 
Trong các biển báo giao thông sau. biển nào có tâm đối xứng. biển nào có 
trục đối xứng ? 
a) Biển cấm đi ngược chiều (h.58) ; 
b) Biển cấm ôtô (h.59). 


đỏ 
(hãy tô màu) 


Hình 58 


đỏ 
(hãy tô màu) 


Hình 39 


(1) Tập hợp các điểm có khoảng 
cách đến điểm A cố định bằng 2cm 


Hãy nối mỗi ô ở cột trái với một ô ở cột phải để được khẳng. định đúng : 


(4) là đường tròn tâm A bán kính 2cm. 


(2) Đường tròn tâm A bán kính 
2em gồm tất cả những điểm 


(3) Hình tròn tâm A bán kính 2em 
gồm tất cả những điểm 


(5) có khoảng cách đến điểm A 
nhỏ hơn hoặc bằng 2cm. 


(6) có khoảng cách đến điểm A 
bằng 2em. 


(7) có khoảng cách đến điểm A 
lớn hơn 2em. 


Cho góc nhọn xAy và hai điểm B, C thuộc tia Ax. Dựng đường tròn (O) 
đi qua B và C sao cho tâm O nằm trên tia Ay. 


Đế 


a) Về hình hoa bốn cánh. Hình hoa bốn cánh trên hình 60 được tạo bởi 
các cung có tâm A, B, C, D (trong đó A, B, C, D là các đỉnh của một hình 
vuông và tâm của cung là tâm của đường tròn chứa cung đó). Hãy vẽ lại 


hình 60 vào vở. 


Hình 60 


b) Về lọ hoa. Chiếc lọ hoa trên hình 61 được vẽ trên giấy 


Hình 61 


kẻ ô vuông bởi 


năm cung có tâm A, B, C, D, E. Hãy vẽ lại hình 61 vào giấy kẻ ô vuông. 
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€ó thể em chưa biết 


Hình 62 vẽ một dụng cụ tìm tâm đường tròn, đó là một tấm bìa cứng hình chữ T 
có hai đinh A, B và mép bìa CD là đường trung trực của AB. 


l4... 


: [To 


Hình 62 Hình 63 


Để tìm tâm của một nắp hộp tròn, ta đặt mép của nắp hộp chạm vào A và B rồi 
vạch theo CD ta được một đường thẳng đi qua tâm của nắp hộp (h.63). Xoay 
nắp hộp và làm tương tự, ta được một đường thẳng nữa đi qua tâm của nắp hộp. 
Giao điểm của hai đường thẳng vừa kẻ là tâm của nắp hộp. 


§2. Đường kính vò dây của đường tròn 


"Trong các dây của đường tròn tâm O bán kính R, 


dây lớn nhất có độ dài bằng bao nhiêu ? 


1. So sánh độ dài của đường kính và dây 


Bài toán. Gọi AB là một dây bất kì của đường tròn 

(O ; R). Chứng minh rằng AB<2R. Z 1À 
Giải § 5 
Trường hợp dây AB là đường kính (h.64) : Ta có %.¿ 


AB=2R 
Hình 64 
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“Trường hợp dây AB không là đường kính (h.65) : 


B 
Xét tam giác AOB, ta có A =2 


AB<AO+©OB=R+R=2R. 
Vậy ta luôn có AB < 2R. 


Kết quả của bài toán trên được phát biểu thành 
định lí sau đây. 


Hình 65 


ĐỊNH LÍ I 


tròn, dây lớn nhất là ả 


Quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây 


ĐỊNH LÍ2 


Trong một đường tròn, đường kính vuông góc với một dây thì đi qua 
trung điểm của dây ấy. 


Chứng mình. Xét đường tròn (O) có đường 
ính AB vuông góc với dây CD. Ạ 


Trường hợp CD là đường kính : Hiển nhiên 
AB đi qua trung điểm O của CD. 


Trường hợp CD không là đường kính (h.66) : ÔN 
Gọi Ilà giao điểm của AB và CD. Tam giác k 

OCD có OC = OD (bán kính) nên nó là tam 

giác cân tại O, OI là đường cao nên cũng là B 
đường trung tuyến, do đó IC - ID. Hình 66 


S 
ơ 


Hãy đưa ra một ví dụ để chứng tỏ rằng đường kính đi qua trung điển của 
một dây có thể không vuông góc với dây ấy. 
“Ta chứng minh được định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ3 


Trong một đường tròn, đường kính đi qua trung điểm của một dây 
không đï qua tâm thì vuông góc với dây ấy. 
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|2] Cho hình 67. Hãy tính độ dài dây AB, biết 
OA = I3em, AM = MB, OM = 5em. 


" ZZ^ b 
Bòi tập xsS#., 
10. Cho tam giác ABC, các đường cao BD và CE. Hình 67 
Chứng minh rằng : 
a) Bốn điểm B, E, D, C cùng thuộc một đường tròn. 
b) DE < BC. 
11. Cho đường tròn (O) đường kính AB, dây CD không cất đường kính AB. 


Gọi H và K theo thứ tự là chân các đường vuông góc kẻ từ A và B đến 
CD. Chứng minh rằng CH = DK. 


Gợi ý. Kẻ OM vuông góc với CD. 


§3. Liên hệ giữa dây và khoảng cách từ tâm đến cây 


Biết khoảng cách từ tâm của đường tròn đến hai 
dây, có thể so sánh được độ dài của hai dây đó. 


1. Bài toán 
Cho AB và CD là hai dây (khác đường kính) của đường tròn (Ö ; R). Gọi 
OH, OK heo thứ tự là các khoảng cách từ O đến AB, CD. Chứng mình rằng 
OH” + HB? = OK? + KD. 
Giải (h.68) 
Áp dụng định lí Py-ta-go vào các tam giác 
vuông OHB và OKD, ta có ; 


OHŸ + HEẺ - OB? - R}, ID 
OK? + KD? - ODỶ - RẺ. (2) 
Từ (1) và (2) suy ra OH? + HB” = OK” + KDỶ. Hình 68 


2> Chú ý. Kết luận của bài toán trên vẫn đúng nến một dây là đường kính 
hoặc hai dây là đường kính. 


Liên hệ giữa dây và khoảng cách từ tâm đến dây 

Hãy sử dụng kết quả của bài toán ở mục 1 để chứng mình rằng : 
a) Nếu AB = CD thì OH = OK. 

b) Nếu OH = OK thì AB = CD. 


“Ta có định lí sau đây. 


ĐỊKH LÍ I 


Trong một đường tròn : 


4) Hai dây bằng nhan thì cách đều tâm. 


b) Hai dây cách đều tâm thì bằng nhau. 


Hãy sử dụng kết quả của bài toán ở mục 1 để so sánh các độ dài: 
a)OH và OK, nếu biết AB > CD. 
b) AB và CD, nếu biết OH < OK. 


“Ta có định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ2 


Trong hai dây của một đường tròn : 
a) Dây nào lớn hơn thì dây đó gần tâm hơn. 


b) Dây nàa gần tâm han thì dây đá lán ham. 


Cho tam giác ABC, O là giao điển của các đường 
trung trực của tam giác ; D, E, E theo thứ tự là 
trung điểm của các cạnh AB, BC, AC. Cho biết 
OD > OE, OE = OF (h.69). 
Hãy so sánh các độ dài : 

a) BƠ và AC; 

b) AB và AC. TIM on 
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14. 


15. 


16. 
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Bòi tập 


Cho đường tròn tâm O bán kính 5cm. dây AB bằng 8cm. 

a) Tính khoảng cách từ tâm O đến dây AB. 

b) Gọi I là điểm thuộc dây AB sao cho AI = lem. Kẻ dây CD đi qua I và 
vuông gốc với AB. Chứng minh rằng CD = AB. 

Cho đường tròn (O) có các dây AB và CD bằng nhau, các tia AB và CD 
cắt nhau tại điểm E nằm bên ngoài đường tròn. Gọi H và K theo thứ tự là 
trung điểm của AB và CD. Chứng minh rằng : 

a) EH=EK; 

b) EA = EC. 


Luyện Tập 


Cho đường tròn tâm O bán kính 25cm, dây AB bằng 40em. Vẽ dây CD song 
song với AB và có khoảng cách đến AB bằng 22em. Tính độ dài dây CD. 
Cho hình 70 trong đó hai đường tròn cùng có tâm là O. Cho biết AB > CD. 
Hãy so sánh các độ dài : 

a) OH và OK; 

b) ME và ME ; 

e) MH và MK. 

Cho đường tròn (O), điểm A nằm bên 
trong đường tròn. Vẽ dây BC vuông góc 
với OA tại A. Vẽ dây EF bất kì đi qua A 
và không vuông góc với OA. Hãy so sánh 
độ dài hai dây BC và EF. 


Hình 70 


§4. Vị tr tương đối của đường thẳng và đường tròn 


Các vị trí của Mặt Trời so với đường chân trời cho ta 
hình ảnh ba vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn. 


Xét đường tròn (O ; R) và đường thẳng a. Gọi H là chân đường vuông góc 
kể từ O đến đường thẳng a, khi đó OH là khoảng cách từ tâm O đến 
đường thẳng a. 


Ba vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn 


Vì sao một đường thẳng và một đường tròn không thể có nhiều hơn hai 


điểm chung ? 


Can cứ vào số điểm chung của đường thăng và đường tròn mà ta có các vị 
trí tương đối của chúng. 


a) Đường thẳng và đường tròn cắt nhau 


Khi đường thẳng a và đường tròn (O) có hai điểm chung A và B (h.71), ta 
nói đường thẳng a và đường tròn (O) cát nhau. Đường thẳng a còn gọi là 
cát tuyến của đường, tròn (O). 


Khi đó OH < R và HA = HB = R7 - OH7. 


THình 71 
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|?2| Hãy chứng mình khẳng định trên. 
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b) Đường thẳng và đường tròn tiếp xúc nhau 

Khi đường thẳng a và đường tròn (O) chỉ có một điểm chung C, ta nói 
đường thẳng a và đường tròn (O) Øiếp vúc nhau. Ta cồn nói đường thẳng a 
là riếp nryển của đường tròn (O). Điểm C gọi là #ếp điểm. 

Khi đó H trùng với C, OC L a và OH = R (h.72a). 


a c=H a CHD 
s Hình 72 k 

Thật vậy, giả sử H không trùng với C, lấy điểm D thuộc đường thẳng a 
sao cho H là trung điểm của CD (h.72b). Khi đó C không trùng với D. Vì 
OH là đường trung trực của CD nên OC = OD. Ta lại có OC = R nên 
OD =R. 

Như vậy, ngoài điểm C ta còn có điểm D cũng là điểm chung của đường 
thẳng a và đường tròn (O), điều này mâu thuẫn với giả thiết là đường 
thẳng a và đường tròn (O) chỉ có một điểm chung. 


Vậy H phải trùng với C. Điều đó chứng tỏ rằng OC L a và OH = R. 
Kết quả trên còn được phát biểu thành định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu một đường thẳng là tiếp tuyển của một đường tròn thì nó vuông 
góc với bán kính đỉ qua tiếp điểm. 


c) Đường thẳng và đường tròn không giao nhau 


Khi đường thẳng a và đường tròn (O) không có 
điểm chung (h.73), ta nói đường thẳng a và 
đường tròn (O) không giao nhau. 


Ta chứng mình được rằng OH > R. E H 
Hình 73 


17. 


Hệ thức giữa khoảng cách từ tâm đường tròn đến đường thẳng 
và bán kính của đường tròn 
Đặt OH = d, ta có các kết luận sau : 
Nếu đường thẳng a và đường tròn (O) cắt nhau thì d < R. 
Nếu đường thẳng a và đường tròn (O) tiếp xúc nhau thì d = R. 
Nếu đường thẳng a và đường tròn (O) không giao nhau thì d > R. 
Đảo lại, ta cũng chứng minh được : 
Nếu d< R thì đường thẳng a và đường tròn (O) cắt nhau. 
Nếu d= R thì đường thẳng a và đường tròn (O) tiếp xúc nhau. 
Nếu d > R thì đường thẳng a và đường tròn (O) không giao nhau. 


'Ta có bảng tóm tắt sau : 


Vị trí trơng đối Số Hệ thức 
của đường thẳng và đường tròn điểm chung | giữa d và R 
Đường thẳng và đường tròn cắt nhau 2 d<R 
Đường thẳng và đường tròn tiếp xúc nhau 1 d=R 
Đường thẳng và đường tròn không giao nhau 0 d>R 


Cho đường thẳng a và một điển O cách a là 3em. Vẽ đường tròn tâm O 
bán kính 5Sem. 

a) Đường thẳng a có vị trí như thế nào đối với đường tròn (O) ? Vì sao ? 
b) Gọi B và C là các giao điểm của đường thẳng a và đường tròn (O). 
Tĩnh độ dài BC 


Bòi lập 


Điền vào các chỗ trống (...) trong bảng sau (R là bán kính của đường 


tròn, d là khoảng cách từ tâm đến đường thẳng) : 
R ả Vị trí tương đối 
của đường thẳng và đường tròn 
5em 3em 3uê 
6cm ấy Tiếp xúc nhau 
4em Tem 
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18. 


19. 
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Trên mặt phẳng toạ độ Oxy, cho điểm A(3 ; 4). Hãy xác định vị trí tương 
đối của đường tròn (A ; 3) và các trục toạ độ. 


Cho đường thẳng xy. Tâm của các đường tròn có bán kính lem và tiếp 
xúc với đường thắng xy nằm trên đường nào ? 


Cho đường tròn tâm O bán kính 6em và một điểm A cách O là 10em. 
Kẻ tiếp tuyến AB với đường tròn (B là tiếp điểm). Tính độ dài AB. 


§5. Dấu hiệu nhộn biết tiếp tuyến của đường tròn 


Làm thế nào để nhận biết một đường 


thẳng là tiếp tuyến của đường tròn 2 


Dấu hiệu nhận biết tiếp tuyến của đường tròn 

Ở §4, ta đã biết những dấu hiệu nhận biết tiếp tuyến của đường tròn : 

a) Nếu một đường thẳng và một đường tròn chỉ có một điểm chung thì 
đường thẳng đó là tiếp tuyến của đường tròn. 

b) Nếu khoảng cách từ tâm của một đường tròn đến đường thẳng bằng 
án kính của đường tròn thì đường thẳng đó là tiếp tuyến của đường tròn. 
Dấu hiệu nhận biết b) còn được phát biểu thành định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


Nếu một đường thẳng đi qua một điểm của đường tròn và vuông góc 
với bán kính đi qua điểm đó thì đường thẳng ấy là một tiếp tuyến của 
đường tròn. 


Trên hình 74, đường thẳng a đi qua điểm € của 
đường tròn (O) và vuông góc với bán kính OC nên 
đường thẳng a là tiếp tuyến của đường tròn (O). 

Cho tam giác ABC, đường cao AH. Chứng mình 


rằng đường thẳng BC là tiếp tryến của đường tròn 


(A;:AH›). 


a c 
Hình 74 


2. Áp dụng 
Bài toán. Qua điểm A nằm bên z1 
ngoài đường tròn (O), hãy dựng 
tiếp tuyến của đường tròn. li j_ 

Cách dựng. (h.15) \/ 
Dựng M là trung điểm của AO. C 
Dựng đường tròn có tâm M bán 

kính MO, cất đường tròn (O) tại B Hình 75 

và €, 

Kẻ các đường thắng AB và AC. Ta được các tiếp tuyến cần dựng. 


|?2| Hãy chứng mình cách dựng trên là đúng. 
Bòi Tập 


21. Cho tam giác ABC có AB = 3, AC =4, BC = 5. Vẽ đường tròn (B ; BA). 
Chứng minh rằng AC là tiếp tuyến của đường tròn. 

22. Cho đường thẳng d, điểm A nằm trên đường thẳng d, điểm B nằm ngoài 
đường thẳng d. Hãy dựng đường tròn (O) đi qua điểm B và tiếp xúc với 
đường thẳng d tại A. 

23. Đố. Dây cua-roa trên hình 76 có 
những phần là tiếp tuyến của các 
đường tròn tâm A, B, C. Chiều 
quay của đường tròn tâm B 


ngược chiều quay của kim đồng ¬ 

hồ. Tìm chiều quay của đường 

tròn tâm A và đường tròn tâm C ® Cs2) 
(cùng chiều quay hay ngược chiều 

quay của kim đồng hồ). Hình 76 


Luyện Tập 


24. Cho đường tròn (O), đây AB khác đường kính. Qua O kẻ đường vuông góc 
với AB, cắt tiếp tuyến tại A của đường tròn ở điểm C. 
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a) Chứng minh rằng CB là tiếp tuyến của đường tròn. 

b) Cho bán kính của đường tròn bằng 15cm, AB = 24em. Tính độ dài OC, 
25. Cho đường tròn tâm O cố bán kính OA = R, dây BC vuông góc với OA 

tại trung điểm M của OA. 

a) Tứ giác OCAB là hình gì ? Vì sao 2 

b) Kẻ tiếp tuyến với đường tròn tại B, nó cát đường thẳng OA tại E. Tính 

độ dài BE theo R. 


€ó thể em chưa b 


Thước đo đường kính hình tròn 


Hình 77 là một thước cặp (pan-me) 
dùng để đo đường kính của một 
vật hình tròn. 

Các đường thẳng AC, BD, CD G 
tiếp xúc với đường tròn. Gọi O là /“ N 5 
tâm của đường tròn. Các góc ^ 

ACD, CDB, OAC, OBD đều là 

góc vuông nên ba điểm A, O, B 

thẳng hàng. Độ dài CD cho ta 

đường kính của hình tròn. Hình 77 


Tính tầm nhìn xa tối đa 


Một người quan sát đặt mắt ở vị trí A có độ cao cách 
mặt nước biển là AB = 5m. Tầm nhìn xa tối đa là 
đoạn thẳng AC (với C là tiếp điểm của tiếp tuyến vẽ 
qua A, xem hình 78). Cho biết bán kính Trái Đất là 
OB = OC z 6400km, ta tính được độ dài AC. 


Cách 1. Theo định lí Py-ta-go : 
AC? = OA?- oc? 
(6400,008)2— 64002 
40960084,000025 — 40980000 
= 64,000025 Hình 78 
AC ~8 (km). 


â 
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Cách 2. Đặt AB = h, OB = OC = R, ta có 
AC? =OA?-OC? = (R+h)2 -R2 
= RỂ + 2Rh + hˆ— RỂ = 2Rh + hÊ. 
Như vậy AC? = 2Rh+HẺ. 
Vì chiều cao h rất nhỏ so với bán kính R của Trái Đất nên ACÊ ~ 2Rh, do đó 


AC + V6400.2h = 80/2h. 


Với AB = 5m = 0,008km, ta có 
AC ~ 80./2.0,005 = 80,/0,01 = 80.0,1 = 8 (km). 


> Chú ý. Nếu vị trí quan sát cö độ cao h (km) so với mặt nước biển thi tầm 
nhìn xa tối đa d (km) có thể tính bởi công thức gần đúng : 


d80x/2h. 
Với h = 20m, fa cô d> 802/2.0,02 = 80.0,2= 16 (Km). 
Với h = 80m, fa có d> 80/2.0.08 = 80.0,4 = 32 (km). 
Với h = 125m, fa có d z 80./2.0,128 = 80.0,5 = 40 (km). 


§6. Tính chết của hai tiếp tuyến cắt nhau 


Với "thước phân giác", ta có 
thể tìm được tâm của một vật 


hình tròn. 


Định lí về hai tiếp tuyến cắt nhau 


Cho hình 79 trong đó AB, AC theo thứ tt B 
là các tiếp tuyến tại B, tại C của đường 


tròn (O). Hãy kể tên một vài đoạn thẳng 
bằng nhau, một vài góc bằng nhau  A 

trong hình. _——. 
Ta gọi góc tạo bởi hai tiếp tuyến AB và 


AC là góc BAC, góc tạo bởi hai bán kính c 
OB và OC là góc BOC. Hình 79 
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ĐỊNH LÍ 


Nếu hai tiếp tyến của một đường tròn cắt nhau tại một điểm thì : 

* Điểm đó cách đêu hai tiếp điểm. 

* Tỉa kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tỉa phân giác của góc tạo bởi hai 
tiếp tuyến. 


* Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phản giác của góc tạo bởi hai 
bán kính đi qua các tiếp điểm. 


Chứng mình. Gọi BA, CA theo thứ tự là các tiếp tuyến tại B, tại C của 
đường tròn (O) (h.70). Theo tính chất của tiếp tuyến, ta có AB L OB, 
AC LOC. 


Hai tam giác vuông AOB và AOC có 
OB=OC, 
OA là cạnh chung 


nên AAOB = AAOC (cạnh huyền - cạnh góc vuông). Suy ra : 
AB=AC. 
OAB = OAC nên AO là tỉa phân giác của góc BAC. 
AOB = AOC nên OA là tia phân giác của góc BOC. 


|?2] Hãy nêu cách tìm tâm của một miếng gỗ hình tròn bằng "thước phân 
giác" (xem hình vẽ trong khung ỏ đâu §6). 


2. Đường tròn nội tiếp tam giác 

m Cho tam giác ABC. Gọi T là giao điển 
của các đường phân giác các góc trong 
của tam giác ¡ D, E, E theo thứ tự là chân 
các đường vuông góc kẻ từ | đến các 
cạnh BC, AC, AB (h.ổ0). Chứng mình 
rằng ba điểm D, RE, F nằm trên cùng một 
đường tròn tâm Ì. 


Đường tròn tiếp xúc với ba cạnh của một 
tam giác gọi là đường tròn nội tiếp tam Hình 80 
giác, còn tam giác gọi là ngoại tiếp 

đường tròn. 
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Lo 


ẤT. 


Trên hình 80, đường tròn (T) nội tiếp tam giác ABC, tam giác ABC ngoại 
tiếp đường tròn (I). Tâm của đường tròn nội tiếp tam giác là giao điểm 


của các dường phân giác các góc trong của tam giác. 


Đường tròn bàng tiếp tam giác 


Cho tam giác ABC, K là giao điển các đường 
phản giác của hai góc ngoài tại B và C; D,B,FE 
theo thứ tự là chân các đường vuông góc kể từ K 
đến các đường thẳng BC, AC, AB (h.81). Chứng 
mình rằng ba điểm D, B, F nằm trên cùng một 
đường tròn có tâm K. 

Đường tròn tiếp xúc với một cạnh của một tam 
giác và tiếp xúc với các phần kéo dài của hai cạnh 
kia gọi là đường tròn bàng tiếp tam giác. Trên Hình #1 
hình 81 ta có đường tròn (K) bàng tiếp trong góc A 

của tam giác ABC. 


Tâm của đường tròn bàng tiếp tam giác trong góc A là giao điểm của hai 
đường phân giác các góc ngoài tại B và C, hoặc là giao điểm của đường 
phân giác góc A và đường phân giác góc ngoài tại B (hoặc C). Với một 
tam giác, có ba đường tròn bàng tiếp. 


Bồi tập 

Cho đường tròn (O), điểm A nằm bên ngoài đường tròn. Kẻ các tiếp tuyến 
AB, AC với đường tròn (B, C là các tiếp điểm). 

a) Chứng minh rằng OA vuông góc với BC. 

b) Vẽ đường kính CD. Chứng minh rằng BD song song với AO. 

e) Tính độ dài các cạnh của tam giác ABC ; biết OB = 2em, OA = 4em. 


Từ một điểm A nằm bên ngoài đường tròn (O), kể các tiếp tuyến AB, AC 
với đường tròn (B, C là các tiếp điểm). Qua điểm M thuộc cung nhỏ BC, 
kẻ tiếp tuyến với đường tròn (O), nó cắt các tiếp tuyến AB và AC theo thứ 
tự ởD và E. Chứng minh rằng chu vi tam giác ADE bằng 2AB. 
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30. 


g 
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Cho góc xÂy khác góc bẹt. Tâm của các đường tròn tiếp xúc với hai cạnh 
của góc xÂy nằm trên đường nào ? 

Cho góc xAy khác góc bẹt, điểm B thuộc tia Ax. Hãy dựng đường tròn 
(O) tiếp xúc với Ax tại B và tiếp xúc với Ay. 


Luyện tập 


Cho nửa đường tròn tâm O có đường kính AB (đường kính của một đường 
tròn chia đường tròn đó thành hai nửa đường tròn). Gọi Ax, By là các tia 
vuông góc với AB (Ax, By và nửa đường tròn thuộc cùng một nửa mặt 
phẳng bờ AB). Qua điểm M thuộc nửa đường tròn (M khác A và B), kẻ 
tiếp tuyến với nửa đường tròn, nó cất Ax và By theo thứ tự ở C và D. Chứng 
minh rằng : 
a) COD = 90%, 
b) CD = AC + BD. 
e) Tích AC.BD không đổi khi điểm M di chuyển trên nửa đường tròn. 
Trên hình 82, tam giác ABC ngoại tiếp 
đường tròn (O). 
a) Chứng minh rằng : 

2AD=AB+AC- BC. 


b) Tìm các hệ thức tương tự như hệ thức ở 
câu a). Hình 92 


Cho tam giác đều ABC ngoại tiếp đường tròn bán kính lem. Diện tích của 
tam giác ABC bằng : 


(A) 6cm? , @®) Xacm? § 
(G) 3B mẽ Ỹ (D) 33 cmỸ, 


Hãy chọn câu trả lời đúng. 


Gó thể em chưa biết 


Hình 83 minh hoạ "thước phân giác". Thước gồm hai thanh gỗ ghép lại thành 
góc vuông BAC, hai thanh gỗ này được đóng lên một tấm gỗ hình tam giác 
vuông, trong đó AD là tia phân giác của góc BAC. 


À 


Hình 83 Hình 84 


Để tìm tâm của một hình tròn, ta đặt hình tròn đó tiếp xúc với hai cạnh AB và 
AC (h.84). Vạch theo AD ta được một đường thẳng đi qua tâm của hình tròn. 
Xoay hình tròn và làm tương tự, ta được một đường thẳng nữa đi qua tâm của 
hình tròn. Giao điểm của hai đường vừa kẻ là tâm của hình tròn. 


§7. Vị trí tương đối của hai đường tròn 


(+a đường tròn có thể có bao nhiêu điểm chung ?) 


1. _ Ba vị trí tương đối của hai đường tròn 


l?Ị| Ta gọi hai đường tròn không tràng nhau là hai đường tròn phân biệt. 
Vì sao hai đường tròn phân biệt không thể có quá hai điểm chung ? 
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* Hai đường tròn có hai điểm chung (h.85) được gọi là hai đường tròn 
cắt nhau. Hai điểm chung đó gọi là hai giao điển. Đoạn thẳng nối hai 
điểm đó gọi là đây chưng. 


bC%(9 
ý, 
a) b) 


Hình 85 Hình 86 
* Hai đường tròn chỉ có một điểm chung (h.86) được gọi là hai đường 
tròn #ếp xúc nhau. Điểm chung đó gọi là tiếp điểm. 


* Hai đường tròn không có điểm chung (h.87) được gọi là hai đường tròn 
không giao nhau. 


c @ 


a) 


Hình 87 


Tính chất đường nối tâm 
Cho hai đường tròn (O) và (O') có tâm không trùng nhau. Dường thẳng 
©O' gọi là đường nối tâm, đoạn thẳng OO' gọi là đoạn nối tâm. 


Do đường kính là trục đối xứng của mỗi đường tròn nên đường nối tâm là 
trục đối xứng của hình gồm cả hai đường tròn đó. 


a) Quan sát hình 85, chứng minh rằng OO' là đường trung trực của AB. 


b) Quan sát hình 86, hãy dự đoán về vị trí của điểm A đối với đường nổi 
tâm OO'. 


“Ta chứng mình được định lí sau đây. 


ĐỊNH LÍ 


a) Nếu hai đường tròn cắt nhan thì hai giao điểm đổi vứng với nhan qua 
đường nổi tâm, tức là đường nối tâm là đường trung trực của đây chung. 

b) Nếu hai đường tròn tiếp xúc nhau thì tiếp điểm nằm trên đường 
nổi tâm. 


|?5| Cho hình 88. 


a) Hãy xác định vị trí tương đối của hai 
đường tròn (O) và (O') 

b) Chứng minh rằng BC JJ OO' và ba điểm 
C, B, D fhẳng hàng. 


Bồi Tộp Hình 88 
R © 
33. Trên hình 89, hai đường tròn tiếp xúc nhau 
tại A. Chứng minh rằng OC // O'D. XS 
34. Cho hai đường tròn (O ; 20em) và (O' ; I5em) A TS 
cất nhau tại A và B. Tính đoạn nối tâm OO', 
biết ràng AB = 24cm. (Xét hai trường hợp : k 
O và ©' nằm khác phía đối với AB ; O và O' Hình 89 


nằm cùng phía đối với AB). 


§8. Vị trí tương đối của hai đường tròn (tiếp theo) 


Các đoạn dây cua-roa 
AB, CD cho ta hình ảnh 
tiếp tuyến chung của hai 
đường tròn 


1. Hệ thức giữa đoạn nối tâm và các bán kính 
Trong mục này ta xét hai đường tròn (O ; R) và (©'; r) trong đó R >r. 
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a) Hai đường tròn cắt nhau 


A 
Trên hình 90, hai đường tròn (O) và 
(O') cắt nhau tại A và B. ¡ — TƯ AN 
Ta có khẳng định sau : ¬» 
Nếu hai đường tròn (O) và (O) cất ` 
nhau thì R-r<OO'<R +r. 

m Hãy chứng mình khẳng định trên. 
b) Hai đường (ròn (tiếp xúc nhau 
Trên hình 91, hai đường tròn (O) và (O') #ếp xức ngoài tại A, khi đó tiếp 
điểm A nằm giữa O và O', 

Trên hình 92, hai đường tròn (O) và (O') #iếp xúc trong tại A, khi đó điểm 
Ơ' nằm giữa O và A. 


Hình 90 


Hình 91 Hình 92 

Ta có các khẳng định sau : 

Nếu hai đường tròn (O) và (©') tiếp xúc ngoài thì OO' = R +r. 

Nếu hai đường tròn (O) và (O') tiếp xúc trong thì OO' = R - r. 

|z2| Hãy chứng mình các khẳng định trên. 

e) Hai đường tròn không giao nhau 
Trên các hình 93 và 94, hai đường tròn (O) và (O') không giao nhau. Trên 
hình 93, hai đường tròn ở ngøä? nhau. Trên hình 94, đường tròn (O) ng 
đường tròn (O'), trong trường hợp đặc biệt khi hai tâm trùng nhau (h.94b) 
ta có hai đường tròn đồng (âm. 


a) b) 


Hình 93 Hình 94 
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Ta chứng minh được các khẳng định sau : 
Nếu hai đường tròn (O) và (O') ở ngoài nhau thì OO' > R +r. 
Nếu đường tròn (O) đựng đường tròn (©') thì OO'< R - r. 
* Ta cũng chứng minh được điều đảo lại của các khẳng định ở các mục a, 


„ € nói trên. 
Ta có bảng sau : 
Vị trí tương đối của hai đường Số điểm Hệ thức giữa OO" 
tròn (O; R) và (O' ;r)(R>r) chung với Rvàr 
Hai đường tròn cắt nhau 5) R-r<OØ<R+r 
Hai đường tròn tiếp xúc nhau : 1 
— Tiếp xúc ngoài OO'=R+r 
— Tiếp xúc trong OO'=R-r>0 
Hai đường tròn không giao nhau ; 0 
— (O) và (©') ở ngoài nhau OO'>R+r 
~ (O) đựng (O') OØ<R-r 


Tiếp tuyến chung của hai đường tròn 

Tiếp tuyến chung của hai đường tròn là đường thẳng tiếp xúc với cả hai 
đường tròn đồ . 

Trên hình 95, các đường thẳng dụ và d; là các fiếp fryến chung ngoài của hai 
đường tròn (O) và (O) (tiếp tuyến chung ngoài không cắt đoạn nối tâm). 
Trên hình 96, các đường thắng mị và m, là các ứiểp fä6yến chung trong của 
hai đường tròn (O) và (O') (tiếp tuyến chung trong cát đoạn nối tâm). 


Hình 95 Hình 96 
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|?3| Quan sát các hình 97a, b, c, d, trên hình nào có về tiếp tuyến chung của 


hai đường tròn ? Đọc tên các tiếp tyến chung đó. 


Hình 97 
Trong thực tế, ta thường gặp những đồ vật có hình dạng và kết cấu 
liên quan đến những vị trí tương đối của hai đường tròn : bánh xe và dây 


cua-roa (h.98a), hai bánh răng khớp nhau (h.98b), líp nhiều tầng của xe 


đạp (h.98c). 


CF 


Hình 98 


Bòi tập 


35. Điền vào các ô trống trong bảng, biết rằng hai đường tròn (O ; R) và (©' ;r) 


cá OO'=d,R»r 


Vị trí tương đối 
của hai đường tròn 


A4 điể 
Số điểm chung 


Hệ thức giữa d, R,r 


(O ;R) đựng (O':r) 


d>R+r 


Tiếp xúc ngoài 


d=R-r 
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37. 


38. 


39 


40. 


Cho đường tròn tâm O bán kính OA và đường tròn đường kính OA. 
a) Hãy xác định vị trí tương đối của hai đường tròn. 


b) Dây AD của đường tròn lớn cắt đường tròn nhỏ ở C. Chứng mỉnh rằng 
AC=CD. 


Cho hai đường tròn đồng tâm O. Dây AB của đường tròn lớn cắt đường 
tròn nhỏ ở C và D. Chứng minh rằng AC = BD. 


Luyện †ộp 


Điền các từ thích hợp vào chỗ trống (...) : 

a) Tâm của các đường tròn eó bán kính Iem tiếp xúc ngoài với đường tròn 
(O ; 3em) nằm trên ... 

b) Tâm của các đường tròn có bán kính lcm tiếp xúc trong với đường tròn 
(O ; 3em) nằm trên... 

Cho hai đường tròn (O) và (O') tiếp xúc ngoài tại A. Kẻ tiếp tuyến chung 
ngoài BC, B e (O), C e (O'). Tiếp tuyến chung trong tại A cắt tiếp tuyến 
chung ngoài BC ở]. 

a) Chứng mỉnh rằng BAC - 90°. 

b) Tính số đo góc OIO'. 

e) Tính độ dài BC, biết OA = 9cm, A = 4em. 

Đế. Trên các hình 99a, 99b, 99c, các bánh xe tròn có răng cưa được khớp 


với nhau. Trên hình nào hệ thống bánh răng chuyển động được ? Trên hình 
nào hệ thống bánh rãng không chuyển động được ? 


Hình 99 
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€ó thể em chưa biết 


Vẽ chắp nối trơn 


Trên hình 100, ta có đoạn thẳng AB và cung BC của đường tròn tâm O, đoạn 
thẳng AB tiếp xúc với cung BC (vì AB L BO). Tại B, đường đi ABC "trơn" chứ 
không "gãy" (còn trên hình 101 : đoạn thẳng MN không tiếp xúc với cung NP, 
đường đi MNP bị "gãy" tại N). Ta nói đoạn thẳng AB được vẽ chắp nối trơn với 
cung BC. 


Hình 100 Hình 101 


Trên hình 102, cung AB của đường tròn tâm O tiếp xúc với cung BC của đường 
tròn tâm O' (vì các tiếp tuyến tại B của các đường tròn đó trùng nhau, khi đó ba 
điểm O, O', B thẳng hàng). Tại B, đường đi ABC cũng "trơn" chứ không "gãy" 
(còn trên hình 103 : cung MN không tiếp xúc với cung NP, đường đi MNP bị 
"gãy" tại N). Ta nói cung AB được vẽ chắp nối trơn với cung BC. 


M 
° I 
Ø Ẹ K 
P 
B N 


Hình 102 Hình 103 


Trong kĩ thuật, nhiều khi ta phải vẽ chắp nối trơn một cung với một đoạn thẳng 
hoặc vẽ chắp nối trơn hai cung với nhau. Các thanh đường ray xe lửa được 
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chắp nối trơn với nhau khi xe lửa đổi hướng từ đường thẳng sang đường cong 
(h.100) hoặc từ đường cong này sang đường cong khác (h.102). 


Đường ray xe lửu, lrình ảnh đường thẳng được chắp mới trơn với đường cơng. 


Em hãy tập vẽ chắp nối trơn để được các hình sau : 
a) Hình "quả trứng". 
Hình "quả trứng" (h.104) được tạo bởi bốn cung vẽ chắp nối trơn : nửa đường tròn 


ACB có đường kính AB, cung BE có tâm A, cung EF có tâm D, cung FA có tâm 
B (tâm của cung là tâm của đường tròn chứa cung đó). 


Hình 104 Hình 105 


b) Hình "trái xoan”. 

Hình "trái xoan" (h.105) được tạo bởi bốn cung vẽ chắp nối trơn : cung BC có 
tâm A, cung CE có tâm K, cung EF có tâm D, cung FB có tâm I (các tam giác 
ABC và DEF là các tam giác đều ; D, I, K là trung điểm các cạnh của tam 
giác ABC). 
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Ôn tập chương II 
Cêu hỏi 
Thế nào là đường tròn ngoại tiếp một tam giác ? Nêu cách xác định tâm 


của đường tròn ngoại tiếp tam giác. 

"Thế nào là đường tròn nội tiếp một tam giác ? Nêu cách xác định tâm của 
đường tròn nội tiếp tam giác. 

Chỉ rõ tâm đối xứng của đường tròn, trục đối xứng của đường tròn. 


Chứng mình định lí : Trong các dây của một đường tròn, đây lớn nhất là 
đường kính 


Phát biểu các định lí về quan hệ vuông góc giữa đường kính và dây. 
Phát biểu các định lí về liên hệ giữa dây và khoảng cách từ tâm đến dây. 
Nêu các vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn. Ứng với mỗi vị 


rí đó, viết hệ thức giữa đ (khoảng cách từ tâm đến đường thẳng) và R 
(bán kính của đường tròn). 


Phát biểu định nghĩa tiếp tuyến của đường tròn. Phát biểu tính chất của 
tiếp tuyến và dấu hiệu nhận biết tiếp tuyến. Phát biểu các tính chất của 
hai tiếp tuyến cắt nhau. 

Nêu các vị trí tương đối của hai đường tròn. Ứng với mỗi vị trí đó, viết hệ 
thức giữa đoạn nối tâm d với các bán kính R, r. 

Tiếp điểm của hai đường tròn tiếp xúc nhau có vị trí như thế nào đối với 
đường nối tâm ? Các giao điểm của hai đường tròn cất nhau có vị trí như 


thế nào đối với đường nối tâm ? 


Tóm †ắt các kiến †húc cần nhớ 
CÁC ĐỊNH NGHĨA 


1. Đường tròn tâm O bán kính R (với R > 0) là hình gồm các điểm cách 
điểm O một khoảng bằng R. 

2. Tiếp tuyến của đường tròn là đường thẳng chỉ có một điểm chung với 
đường tròn đó. 


CÁC ĐỊNH LÍ 


1. 


kè 


a) Tâm của đường tròn ngoại tiếp tam giác vuông là trung điểm của 
cạnh huyền. 

b) Nếu một tam giác có một cạnh là đường kính của đường tròn ngoại 
tiếp thì tam giác đó là tam giác vuông. 


. a) Đường tròn là hình có tâm đối xứng. Tâm của đường tròn là tâm đối 


xứng của đường tròn đó. 


b) Đường tròn là hình có trục đối xứng. Bất kì đường kính nào cũng là 
trục đối xứng của đường tròn. 


“Trong các dây của một đường tròn, dây lớn nhất là đường kính. 


- Trong một đường tròn : 


a) Đường kính vuông góc với một dây thì đi qua trung điểm của 
dây ấy. 

b) Đường kính đi qua trung điểm của một dây không đi qua tâm thì 
vuông góc với dây ấy, 


. Trong một đường tròn : 


a) Hai dây bằng nhau thì cách đều tâm, hai dây cách đều tâm thì bằng nhau. 
b) Dây lớn hơn thì gần tâm hơn, dây gần tâm hơn thì lớn hơn. 

a) Nếu một đường thẳng là tiếp tuyến của một đường tròn thì nó vuông 
góc với bán kính đi qua tiếp điểm. 

b) Nếu một đường thẳng đi qua một điểm của đường tròn và vuông góc 
với bán kính đi qua điểm đó thì đường thẳng ấy là một tiếp tuyến của 
đường tròn. 


. Nếu hai tiếp tuyến của một đường tròn cất nhau tại một điểm thì : 


a) Điểm đó cách đều hai tiếp điểm. 

b) Tia kẻ từ điểm đó đi qua tâm là tia phân giác của góc tạo bởi hai 
tiếp tuyến. 

e) Tia kẻ từ tâm đi qua điểm đó là tia phân giác của góc tạo bởi hai 
bán kính đi qua các tiếp điểm. 


. Nếu hai đường tròn cắt nhau thì đường nối tâm là đường trung trực của 


dây chung. 
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41. 


4. 
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Bòi Tập 
Cho đường tròn (O) có đường kính BC, dây AD vuông góc với BC tại H. 
Gọi E, F theo thứ tự là chân các đường vuông góc kẻ từ H đến AB, AC. 
Gọi Œ), (K) theo thứ tự là các đường tròn ngoại tiếp tam giác HBE, HCF. 
a) Hãy xác định vị trí tương đối của các đường tròn : (I) và (O), (K) và 
(O), () và (K). 

b) Tứ giác AEHF là hình gì 2 Vì sao 2 

ce) Chứng minh đẳng thức AE.AB = AF.AC. 

d) Chứng minh rằng EF là tiếp tuyến chung của hai đường tròn (D) và (K). 
e) Xác định vị trí của điểm H để EE có độ dài lớn nhất. 

Cho hai đường tròn (O) và (©) tiếp xúc ngoài tại A, BC là tiếp tuyến 
chung ngoài, B e (O), C e (O'). Tiếp tuyến chung trong tại A cát BC ở 


điểm M. Gọi E là giao điểm của OM và AB, F là giao điểm của O'M và 
AC. Chứng minh rằng : 


a) Tứ giác AEME là hình chữ nhật. 

b) ME.MO = MF.MO'. 

e) OO' là tiếp tuyến của đường tròn có đường kính là BC. 

d) BC là tiếp tuyến của đường tròn có đường kính là OO'., 

Cho hai đường tròn (O ; R) và (O'; r) cắt nhau tại A và B (R > r). Gọi I 
là trung điểm của OO'. Kẻ đường thẳng vuông góc với IA tại A, đường 


thẳng này cắt các đường tròn (O ; R) và (O' ; r) theo thứ tự tại € và D 
(khác A). 


a) Chứng minh rằng AC = AD. 


b) Gọi K là điểm đối xứng với điểm A qua điểm I. Chứng minh rằng KB 
vuông góc với AB. 
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